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Kombinatorika feladatok 3E feladatgy�jtem�ny els
rend� �lja: seg�ts�get ny�jtani az ELTE matemati-kus, alkalmazott matematikus, programoz� matematikus �s matematika tan�r sza-kos hallgat�i sz�m�ra a �V�ges matematika" t�rgy tanul�s�hoz.A feladatgy�jtem�nyek �ssze�ll�t�itmindenk�ppen befoly�solja egy�ni preferen-i�juk: mit tartanak sz�pnek, �rdekesnek �s fontosnak. Ez al�l magam sem lehetekkiv�tel. M�gis igyekeztem �gy �sszev�logatni a t�m�kat, hogy amilyen m�rt�kbensak lehet, fedj�k az eml�tett n�egy szak pillanatnyi kombinatorika anyag�t. Ezent�lmen
en azonban �gyelembe kellett vennem m�s szempontokat is.M�r a kor�bbi v�ltozatok �r�sa k�zben felh�vt�k �gyelmemet arra, hogy ninshasonl� t�m�j� irodalom sem az �ltal�nos-, sem a k�z�piskol�k sz�m�ra. Ez�rt egy-r�szt bevettem teljesen kezd
knek val�, bevezet
 jelleg� feladatokat is, hogy a leend
tan�rok mer�thessenek bel
l�k, ha maguk is tan�tj�k majd e t�rgyat. M�sr�szt, u-gyanezen okb�l, k�t r�szre tagoltam az anyagot: alap- �s halad� szintre. Nem aztsz�nd�kozom ezzel sugallni, hogy az els
 r�szt m�r �ltal�nos ill. k�z�piskol�bankellene tan�tani; mind�ssze azt a v�lem�nyemet juttattam ezzel kifejez�sre, hogyegy �tlagos k�z�piskol�s (vagy ak�r egy �rtelmes nyoladikos) k�pes az els
 r�sz-ben el
ker�l
 gondolatok meg�rt�s�re �s a feladatok megold�s�ra (kiv�ve esetleg alegnehezebbeket) | rem�lhet
leg m�g sz�rakoztat�nak is tal�lva 
ket.A nehezebb feladatokat sillaggal jel�ltem. Ugyanilyen jelet kaptak azok, ame-lyeket k�nytelen voltam olyan helyre tenni, ahol bizonyos, a megold�sukhoz sz�k-s�ges el
ismeretek m�g hi�nyoznak. A �Skatuly�k, �tlagok . . ." szakaszban p�ld�ula gyakorl� feladatok nagy r�sz�hez sz�ks�ges a binomi�lis egy�tthat�k ismerete;az�rt jel�ltem 
ket sillaggal, mert azok sak k�s
bb ker�lnek sorra. Hogy m�gisitt szerepelnek, annak az az oka, hogy megold�si m�dszereik ehhez a szakaszhozkapsol�dnak; a tanul�knak feladni 
ket persze sak akkor lehet, ha a binomi�lisegy�tthat�kat el
z
leg m�r megismert�k. Akkor viszont �lszer� is ilyen k�rd�sek-kel f�szerezni a n�ha kiss� monoton sz�molgat�sokat. (Mellesleg e probl�m�k k�z�legyesek a gr�felm�let bizonyos alapvet
 fejezetei fel� kasingatnak; n�h�nyat k�s
bb,a megfelel
 t�m�k elej�n viszont is l�tunk majd.)V�gezet�l szeretn�k k�sz�netet mondani azoknak, akik munk�mban k�zvetlen�lvagy k�zvetve seg�ts�gemre voltak:| H�zi haszn�latra k�sz�lt anyagaib�l sok �rdekes �s sz�p feladatot engedett �tH�rs L�szl�, Sz�kely L�szl� �s Reski Andr�s. Egy{egy t�m�ban Frank Andr�s�tletei ill. Sz
nyi Tam�s feladatsorai bizonyultak igen hasznosnak.| Simonovits Mikl�ssal sok�ig tan�tottunk egy�tt kombinatorik�t (is), �rtunkstenilezett jegyzeteket �s feladatgy�jtem�nyeket | ut�bbiak anyaga k�pez-te jelen �ssze�ll�t�s gerin�t.| P�osa Lajost�ol, gondosan �osszev�alogatott �es egym�asra �ep��tett feladatsoraib�ol(melyekb}ol b}oven mer��tettem) sokat tanultam arr�ol, hogyan �erdemes kombina-torik�at | �es �altal�aban matematik�at | tan��tani.| Utolj�ra hagytam T. S�s Ver�t, akinek a legt�bbet k�sz�nhetek: 
 szerettettemeg velem a kombinatorik�t. Aki hallotta 
t valaha el
adni, aki tapasztalta,hogyan tudja kibontani a gondolatokban rejl
 sz�ps�geket, meg�rti, mi�rt egyi-ke 
 azoknak, akik k�r�l a m�r r�gen vil�gh�r� magyar kombinatorikai iskolamai gener�i�ja feln
tt.
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I. R�SZ

amit a k�z�piskol�b�l tal�n m�r ismersz(de az se baj, ha m�g nem).
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1. fejezetLesz�ml�l�s I.H�nyf�le sorrendben helyezhetj�k el az fa; b; g elemeket?b   ez azfa; b; g sorrenda  b  ez azfa; ; bg sorrenda   ez a fb; a; g sorrend� b  a  ez a fb; ; ag sorrenda b  ez a f; a; bg sorrend b a  ez a f; b; ag sorrendAz �bra szerint a lehet
s�geket olyan fa reprezent�lja, amelyik el
sz�r h�romfel� �gazik, azt�n k�tfel�, v�g�l m�r sak egy �gat hajt. A lehet
s�gek sz�ma:3 � 2 � 1 = 6.DEF. Az 1 � 2 � . . . � n szorzatot a tov�bbiakban az n ut�n �rt felki�lt�jelel jel�lj�k: n!�s n faktori�lisnak nevezz�k.A k�vetkez
 feladatokban el�g, ha azt vizsg�ljuk, melyik l�p�sben h�nyfel��gazik a lehet
s�gek f�ja.1. H�ny k�l�nb�z
 aut�{rendsz�m k�sz�thet
 (h�rom bet�b
l �s h�rom sz�mjegy-b
l)? !2. H�ny pontosan hatjegy� sz�m van a t�zes sz�mrendszerben,a) ha val�di hatjegy� sz�m nem kezd
dhet 0{val?b) �s ha m�g azt is megk�vetelj�k, hogy ne legyen 10{zel oszthat�? !3. H�nyf�le lehets�ges sorrendje van n elemnek? !4. H�nyf�lek�ppen festhetj�k egy n{emeletes h�z szintjeit feh�rre, drappra �s bar-n�ra, ha szomsz�dos szintek nem lehetnek egysz�n�ek? !



Kombinatorika feladatok 95. Egy 15 tag� klub eln�k�t, titk�rt �s jegyz
t v�laszt.a) H�nyf�lek�ppen tehetik ezt?b) �s ha Kov�s �rnak mindenk�ppen szeretn�nek valamilyen tiszts�get adni?!6. Egy versenyen 57{en indulnak; az �js�gok az els
 hat helyezett nev�t k�zlik.H�nyf�le lehet ez a lista? !7. n k�l�nb�z
 vir�got k k�l�nb�z
 v�z�ba h�nyf�lek�ppen oszthatunk el? (Egyesv�z�k �resek is maradhatnak.)8. H�ny darab m� n{es 0{1-m�trix van? (Elemeik teh�t 0{k vagy 1{esek.) !9. H�ny k�l�nb�z
 eredm�nyt kaphatunk, ha t�zszer dobunka) dob�kok�valb) p�nzdarabbal?10. H�nyan vannaka) egy n{elem� halmaz �sszes r�szhalmazai?b) az n hossz�s�g� 0� 1{sorozatok?) Mi�rt egyenl
 a fenti k�t eredm�ny? Mutass k�ls�n�sen egy�rtelm� ter-m�szetes megfeletet�st! !11. H�nyf�lek�pp lehet elhelyezni a sakkt�bl�n 8 b�sty�t, hogy semelyik kett
 se�sse egym�st? !12. H�ny olyan hatjegy� sz�m van, amelyben az els
 h�rom jegy azonos az utols�h�rommal? !13. H�ny A 7! B f�ggv�ny van, ha jAj = n �s jBj = k? (Itt jX j az X halmazelemsz�m�t jel�li.) !14. H�ny A 7! B bijeki� (k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�s) van, ha jAj =jBj = n? !15. H�ny A 7! B injeki� (k�l�nb�z
 elemekhez k�l�nb�z
eket rendel
 f�ggv�ny)van, ha jAj = n �s jBj = k? !16. H�ny TOT� szelv�nyt kell kit�lten�nk, hogy biztosan legyen 13 + 1 tal�latunk?!� 17. A p1k1p2k2 . . . prkr sz�mnak h�ny oszt�ja van (1{et �s n{et is bele�rtve)? Api{k k�l�nb�z
 primeket jel�lnek. !18. H�nyf�lek�pp lehet k�z�ppontosan szimmetrikusan elhelyezni a sakkt�bl�n 8b�sty�t, hogy semelyik kett
 se �sse egym�st? !DEF. n elem �sszes lehets�ges sorrendjei: n permut�i�i. Ezek sz�ma n!.DEF. n elemb
l az �sszes lehets�ges sorrendben k darab k�l�nb�z
 kiv�laszt�sa: azn elem k{adoszt�ly� vari�i�i. Ezek sz�ma n(n � 1)(n � 2) . . . (n � k + 1) =n!=(n� k)!. (A bal oldalon k szorz�t�nyez
 szerepel.)Megjegyz�s: A permut�i� teh�t a vari�i� spei�lis esete: k = n{re �ppen azel
bbi fogalomhoz jutunk.DEF. n elemb
l k�pezhet
 k tag� sorozatok (egy{egy elem t�bbsz�r is szerepelhet):az n elem k{adoszt�ly� ism�tl�ses vari�i�i. Ezek sz�ma nk.
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1.1. Dobjuk ki a rosszat!Egy tipikus hiba (�s elker�l�se)H�ny olyan (h�tjegy�) telefonsz�m van, amiben van valahol egym�s mellett k�tazonos sz�mjegy? (Tegy�k fel, hogy ezek a sz�mok 0{t�l 9{ig b�rmilyen jeggyelkezd
dhetnek.)�Megold�s":Azok sz�ma, amelyekben az els
 k�t jegy azonos: 10 � 1 � 105 = 106.Ugyan�gy, ahol az i{edik �s i+1{edik jegyek azonosak: 106. <gy az �eredm�ny":6 � 106.Hol a hiba?Ott, hogy egyeseket, pl. a 11 22 345{�t k�tszer sz�moltuk; a 111 2222{t m�gt�bbsz�r.I. J� megold�s (kisit bonyolultabb): mindent sak egyszer sz�molunk.Jel�lj�k az i{edik jegyet ai{vel!Ha a1 = a2: 10 � 1 � 10 . . . 10 = 106.Ha a1 6= a2, de a2 = a3: 10 � 9 � 1 � 10 � 10 � 10 � 10 = 9 � 105....Ha a1 6= a2 6= a3 6= a4 6= a5 6= a6 = a7: 10 � 9 � 9 � 9 � 9 � 9 � 1 = 95 � 10.Eredm�ny: 10(105 + 9 � 104 + 92 � 103 + 93 � 102 + 94 � 10 + 95).II. J� megold�s (sokkal egyszer�bb): J� = �sszes { rossz.	sszes: 107;Rossz (ha nins k�t azonos szomsz�dos): 10 � 96.J�: �sszes { rossz = 107 � 10 � 96 = 10(106 � 96).19. H�ny term�szetes sz�m teljes�ti az 57 � n � 157 felt�telt? !20. H�ny hatjegy� term�szetes sz�m van? (Ami 0{val kezd
dik, az nem hatjegy�.)!21. Kok�val t�zszer dobva h�ny olyan sorozatot kaphatunk, amiben van legal�bbegy hatos? !22. Egy 15 tag� klub eln�k�t, titk�rt, jegy
t �s p�nzt�rost v�laszt. Kov�s �rnakmindenk�ppen szeretn�nek valamilyen tiszts�get adni. H�nyf�le lehet a vezet
-s�g? !
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1.2. . . . �s ha t�bbsz�r is megsz�moltuk?23. Kilen egyforma �dula k�z�l n�gyre egy{egy A{t �runk piros, k�k, z�ld illetvefekete tint�val; a t�bbin a B,C,D,E �s F bet�k tal�lhat�k feket�vel.a) H�nyf�lek�ppen rakhatjuk a �dul�kat sorba egym�s ut�n?b) Szil�rd, szeg�ny, sz�nvak; egy�ltal�n nem tudja megk�l�nb�ztetni a sz�ne-ket. H�ny olyan sorrendje van a �dul�knak, amikor 
 sak azt l�tja, hogyABC szerint sorban vannak? �s h�ny olyan, amikor sak a B A C A DA E A F sorrendet l�tja?) H�ny sorrendet tud megk�l�nb�ztetni Szil�rd? !24. Az el
z
 feladat feketeB jel� �dul�j�t h�rom p�ld�nyra ser�lj�k: egyik barna,m�sik lila, a harmadik pedig sz�rke.a) A 11 �dul�nak h�ny olyan sorrendje van, amir
l Szil�rd sak azt l�tja,hogy ABC{sorrendben vannak?b) H�ny C B D B E B F A A A A t�pus� van?) H�ny sorrendet tud most megk�l�nb�ztetni Szil�rd?25. H�sz egyforma �dula k�z�l nyolra �1"{et, �tre �2"{t �s h�tre �3"{at �rtunk(mindegyiket feket�vel!). H�nyf�lek�ppen rakhatjuk sorba 
ket? !26. Egy piros �s egy k�k dobozba akarunk eltenni 100 k�l�nb�z
 t�rgyat �gy, hogymindkett
be 50{50 jusson. H�ny lehet
s�g van?27. (folytat�s) Mi a v�lasz, ha egy s�rga dobozunk is van, �s 150 t�rgyat kell(egyenletesen) elosztanunk?28. n1 darab 1{est, n2 darab 2{est, . . . , nk darab k{ast h�nyf�lek�ppen rakhatunksorba? !29. H�nyf�le anagramma (a bet�k sorrendj�nek megv�ltoztat�s�val keletkez
, eset-leg �rtelmetlen sz�) k�sz�thet
 a MATEMATIKA bet�ib
l?DEF. k1 darab 1{es, k2 darab 2{es, . . ., kn darab n{es lehets�ges sorba�ll�t�sainaksz�ma a k1 + k2 + . . . + kn elem ism�tl�ses permut�i�i. Ezek sz�ma:(k1 + k2 + . . . + kn)!k1! � k2! � . . . � kn!1.3. Gyakorl� feladatok (H�ars L�aszl�o gy}ujt�es�eb}ol)30. A kanadai ir�ny�t�sz�mok XnXnXn alak�ak, ahol az X{ek egy{egy (esetlegk�l�nb�z
) bet�t, az n{ek egy{egy sz�mjegyet jelentenek. H�ny ilyen ir�ny�t�-sz�m l�tezhet?



12 Elekes Gy:31. Az iskolai atl�tika versenyre magasugr�sb�l, t�volugr�sb�l, 60 ill. 400 m�teresfut�sb�l �s kislabdadob�sb�l kell egy oszt�ly 27 tanul�ja k�z�l ki�ll�tani egyet{egyet. Ugyanaz az ember t�bb (ak�r az �sszes) sport�gban is indulhat. H�nyf�lelehet a nevez�si lista?32. H�ny olyan hatjegy� sz�m van, amiben nins egym�s mellett k�t azonos sz�m-jegy? !33. n ��t �s n l�nyt egy sorba akarunk �ll�tani �gy, hogy mindig felv�ltva egy l�ny{ egy �� k�vetkezzen. H�nyf�lek�ppen tehetj�k ezt? !34. H�ny olyan h�tjegy� telefonsz�m van, amiben van k�t szomsz�dos azonos sz�m-jegy?35. (folytat�s) �s ha sak azt k�vetelj�k meg, hogy valahol legyenek azonosak, denem felt�tlen�l egym�s mellett? !36. H�nyf�lek�ppen k�ldhet�nk el egy ny�ron 29 k�l�nb�z
 k�peslapot n�gy isme-r
s�nknek? (Megtehetj�k, hogy valaki egyet se kap; ak�r mindet k�ldhetj�kugyanannak.)37. H�ny h�sztag� szimmetrikus 0�1{sorozat van? (m�sodik fele az els
 t�k�rk�pe)38. Olyan nyoljegy� sz�mot keres�nk, melyet a sz�mjegyei sorrendj�nek megfor-d�t�s�val keletkez
 sz�mhoz adva 99:999:999{et kapunk. H�ny ilyen van?39. A vitorl�sbajnoks�gon 37 haj� indult. Fakez� Jansi� eddig mindig utols�nak�rt �lba; r�gi v�gya, hogy el
bbre rukkoljon. A verseny ut�n l�tjuk, amintsz�les mosollyal megy hazafel�: siker�lt! H�nyf�le lehetett a befut�si sorrend?(M�g az sem kiz�rt, hogy | �ri�si szerens�vel | dobog�ra ker�lt vagy ak�rnyert is!)40. Egy Forma I{es sapatr�l az a h�r j�rja, hogy els
 sz�m� versenyz
j�ket, X{et a m�sik, Y nem el
zheti meg, ha X az els
 helyen van; s
t, ha 
 vezet �sX felz�rk�zik m�g�je, k�teles el
re engedni. M�s helyez�sek�rt | ha nem 
kvannak az �len | szabad egym�ssal sat�zniuk. H�nyf�le lehet a sorrend adobog�n (els
 h�rom hely) egy olyan futamon, ahol huszonnyolan indulnak?41. T�z egyforma sokit, hat egyforma r�g�gumit �s kilen egyforma j�gkr�metosztunk ki 25 gyerek k�z�tt �gy, hogy mindenki pontosan egyvalamit kapjon.H�nyf�lek�ppen tehetj�k ezt? !42. N�gy bar�tomnak 29 k�l�nb�z
 k�peslapot k�ldtem: Alad�rnak �t�t, Be�neknyolat, Cilinek hetet �s Dominak kilenet. H�nyf�lek�ppen k�ldhettem el alapokat?43. H�ny k�l�nb�z
 (nem felt�tlen�l �rtelmes) anagramma k�sz�thet
 a KARA-BAH sz� bet�ib
l, ha se az elej�n, se a v�g�n nem �llhat A ?� 44. 2n k�l�nb�z
 magass�g� ember h�nyf�lek�ppen tud k�t n{hossz�s�g� sorba�llni �gy, hogy az els
 sorban mindenki alasonyabb legyen a h�ts� sorban amegfelel
 helyen �ll�n�l? !Az 52 lapos frania k�rty�ban n�gy sz�n (k
r, pikk, k�r� �s tre�) mindegyi-k�b
l 13 darab van. Minden sz�nb
l n�gy �gura, (�sz, kir�ly, d�ma �s bubi),



Kombinatorika feladatok 13kilen pedig kettest
l t�zesig sz�mozott. N�gy j�t�kosnak 13-13 lapot osztvaterm�szetesen k�l�nb�z
nek tekintj�k, ha n�lad van 13 �rt�kesebb �s n�lam13 kev�sb� j�, vagy ugyanazok a lapok �ppen ellenkez
leg helyezkednek el. Azpersze k�z�mb�s, hogy a pikk �szt el
bb kaptad, mint a tre� kir�lyt, vagyford�tva.45. H�ny k�l�nb�z
 leoszt�s van? !46. H�ny olyan leoszt�s van, ahol minden j�t�kosnak van �sza? !47. H�ny olyan leoszt�s van, amikor minden �sz egy k�zbe ker�lt? !48. H�ny olyan leoszt�s van, amikor minden �gura k�t, egym�ssal szemben �l
j�t�koshoz ker�lt?49. H�ny olyan leoszt�s van, amikor minden j�t�kosnak jut minden sz�mb�l �s�gur�b�l?50. H�ny olyan leoszt�s van, ahol k�t szemben �l
 j�t�kosnak �sszesen sak k�tsz�nb
l jut lap?51. Az 52 lapos frania k�rty�b�l 5 lapot osztanak. H�nyf�lek�pp lehet n�lada) p�ker [4 egyforma �gura vagy sz�m℄,b) full [2 egyforma + 3 egyforma �gura vagy sz�m℄,) k�t p�r [2 egyforma + 2 m�sfajta egyforma �gura vagy sz�m℄,d) sor [5 egym�s ut�ni, nem felt�tlen azonos sz�n� �gura vagy sz�m℄,e) supa tre�?52. H�nyf�lek�ppen festhetj�k n�gy k�l�nb�z
 sz�n�re egy szab�lyos tetra�der lap-jait, ha az egym�sba forgathat� p�ld�nyokb�l sak egyet{egyet akarunk? �� 53. (folytat�s) Ugyanez a k�rd�s egy kok�val �s hat sz�nnel.� 54. Egy zs�kban 10 p�r ip
 van. Milyen val�sz�n�, hogy ha kivesz�nk bel
le 6darabot, lesz k�zt�k egy p�r?� 55. Legyen n = p1k1p2k2 . . . prkr . (A pi -k k�l�nb�z
 primeket jel�lnek.) Mennyi azn oszt�inak szorzata (1{et �s n{et is bele�rtve)? !� 56. H�ny k�l�nb�z
 gr�f adhat� meg az f1; 2; . . . ; ng pontokon? !� 57. H�nyf�le lehet egy ping{pong k�rm�rk
z�s eredm�nye? (Nem a helyez�s sz�m�t,hanem az, ki kit vert meg �s kit
l kapott ki; a nyer�s ar�nya k�z�mb�s.)� 58. Ugyanez a k�rd�s sakk{k�rm�rk
z�sre. (Itt d�ntetlen is van.)� 59. Mekkora oszt�ly eset�n lesz 50% -n�l nagyobb val�sz�n�s�ge, hogy k�t tanul�-nak ugyanakkor van a sz�let�snapja?� 60. Az 1; 2; . . . ; 3n sz�mok k�z�l h�nyf�lek�pp v�laszthatunk ki h�rmat �gy, hogyaz �sszeg�k oszthat� legyen h�rommal?1.4. Skatuly�k, �tlagok|h�nyszor sz�mol, aki nemrest?



14 Elekes Gy:H�rom p�lda | h�rom m�dszer, amire sz�ks�g�nk lesz.A skatulya{elv:Ha n dobozba n + 1 goly�t tesz�nk, valamelyikbe legal�bb kett
 ker�l.(H�t persze: ha mindegyikbe legfeljebb egy jutna, akkor legfeljebb n goly�lenne.)�tlagol�s:Ha n�h�ny sz�m sz�mtani k�zepe 59, akkor tal�lhat� k�zt�k olyan is, amilegal�bb 59 �s olyan is, ami legfeljebb annyi. (H�t persze: ha pl. mindegyikkisebb lenne, akkor az �tlaguk is kisebb volna.)Igaz{e hasonl� �ll�t�s pozit�v sz�mok m�rtani vagy harmonikus k�zep�re?Kett
s lesz�ml�l�s:Pistike �sszeadni tanul. Piros �s k�k goly�k vannak el
tte; egy r�sz�k ki-sebb, m�sok nagyobbak. Megsz�molja a pirosakat �s a k�keket; majd akisiket �s a nagyokat. 	sszeadja az els
 k�t sz�mot, azt�n a m�sik kett
t.Csod�lkozva l�tja, hogy a k�t eredm�ny azonos.(H�t persze: mindkett
 az �sszes goly� sz�ma.)Megjegyz�s: a fenti h�romm�dszer gyakran egym�ssal kombin�lva haszn�lhat�.A skatulya{elv61. Hat p�r fekete �s ugyanannyi k�k zoknid | amelyeket, sajnos, nem rakt�l�ssze p�ros�val | �sszekeveredett a ��kban. Teljes s�t�ts�gben h�ny darabotkell el
venned a 24{b
l, hogy biztosan legyen k�zt�k egy �sszeill
 p�r? �62. (folytat�s) �s ha egy k�k p�rra van sz�ks�ged? �63. Egy dobozban sz�z goly� van. K�z�l�k28 piros20 z�ld12 s�rga20 k�k10 fekete10 feh�rMi a legkisebb darabsz�m, amennyi goly� k�z�tt m�g biztosan lesz 15 egysz�n�?!64. Mutasd meg, hogy minden t�rsas�gban van k�t ember, akiknek ugyanannyiismer
s�k van a jelenl�v
k k�z�tt! (Az ismerets�gek k�ls�n�sek.)



Kombinatorika feladatok 15�� 65. Bizony�tsd be, hogy tetsz
leges 100 darab term�szetes sz�mb�l kiv�laszthat�n�h�ny, amelyek �sszege oszthat� 100{zal!66. Egy hatsz�g oldalait �s �tl�it (�sszesen 15 vonalat) tetsz
legesen piros �s k�ksz�nekkel h�zt�l be. Mutasd meg, hogya) b�rmely s�sb�l indul h�rom egysz�n� vonal.b) biztosan rajzolt�l h�rom egysz�n� vonalb�l �ll� h�romsz�get.67. Igaz{e ugyanez �tsz�gre? �s h�t{ vagy t�bb oldal�ra?�tlagol�s �s kett
s lesz�ml�l�s68. Ha egy m�trix minden sor�ban az elemek �tlaga legal�bb 100, akkor van olyanoszlop is, ahol az �tlag szint�n legal�bb 100.� 69. K�t k�rlapot v�gtunk ki �tl�tsz� f�li�b�l �s mindkett
t 2n egyforma k�rikkreosztottuk. E k�rikkeket pirosra �s k�kre festi valaki, �spedig az egyik laponn{et pirosra �s n{et k�kre; a m�sikon tetsz
legesen. Mutassuk meg, hogy a k�tk�rlap egym�sra helyezhet
 �gy, hogy legal�bb n k�rikk ker�lj�n vele azonossz�n�re!70. Legyen H tetsz
leges korl�tos s�kbeli alakzat, melynek ter�lete legal�bb 10egys�g. Daraboljuk fel a s�kot v�zszintes �s f�gg
leges egyenesekkel egys�g-n�gyzetekre (k�pzej�k azt, hogy pap�rb�l van), �s helyezz�k egym�sra azokata n�gyzeteket, amelyekre H{nak legal�bb egy pontja ker�lt. Mutassuk meg,hogy a pap�rdarabok �td�fhet
k egy t�vel �gy, hogy H{nak legal�bb 10 pont-j�t tal�ljuk el egy sz�r�ssal. (Az �ll�t�s akkor is igaz, ha a ter�let 9,1 egys�g.Mi�rt?)71. (folytat�s) Legyen H tetsz
leges korl�tos alakzat a s�kban; ter�let�t jel�lje TH .Mutassuk meg, hogy H eltolhat� �gy, hogy legal�bb TH darab r�spontot tar-talmazzon!72. Egy �sszej�vetelen t�zen vettek r�szt. �rkez�skorn�gy m�sikkal fogott kezet 5 ember�t m�sikkal fogott kezet 2 emberhat m�sikkal fogott kezet 3 emberH�ny k�zfog�s t�rt�nt �sszesen? !Gyakorl� feladatok73. H�ny m�rk
z�st j�tszanak egy n r�sztvev
s kies�ses ping{pong versenyen?� 74. Az 1, 2, . . . , 2n sz�mok k�z�l n+ 1{et kiv�lasztvaa) biztosan lesz-e k�zt�k k�t relat�v pr�m? (azaz olyan, melyek legnagyobbk�z�s oszt�ja 1)b) H�t kett
, amelyek k�z�l egyik oszt�ja a m�siknak?



16 Elekes Gy:75. Legyenek A1; A2; . . . ; An tetsz
leges v�ges halmazok. Jel�lje jAij az i{edik ele-meinek sz�m�t, d(x) pedig az x elem fok�t, vagyis azt, hogy x h�ny darabAi{ben van benne. Igazold, hogyXx d(x) =Xi jAij76. (folytat�s) Bizony�tsd be az el
z
 �ll�t�st abb�l is, hogy egy (ai;j) m�trixraXi Xj ai;j =Xj Xi ai;j ;azaz a sor�sszegek �sszege �s az oszlop�sszegek �sszege azonos.77. A s�kot n � 1 darab soksz�gre �s a kimarad� (v�gtelen) tartom�nyra osztot-tuk fel. A darabok rendre d1; d2; . . . ; dn m�sikkal �rintkeznek egy{egy szakaszment�n (k�t r�sz k�z�s hat�ra nem �llhat egyn�l t�bb darabb�l). H�ny hat�r{szakasz van?�� 78. Egy ABC h�romsz�g belsej�t kisebb h�romsz�glapok egyes�t�re bontottuk �gy,hogy b�rmely k�t kis h�romsz�g vagy egy teljes k�z�s oldal ment�n, vagy egys�sukban �rintkezik, vagy egy�ltal�n nem. (A nagy h�romsz�g oldalaira iseshet kis h�romsz�g s�sa.) Fess�k be az AB oldalon l�v
 s�sokat tetsz
-legesen pirosra vagy k�kre, a BC olalon l�v
ket k�kre vagy s�rg�ra, a CA{raes
ket pedig s�rg�ra vagy pirosra (�gy A sak piros, B sak k�k �s C sak s�rgalehet); v�g�l az ABC belsej�be es
ket is sz�nezz�k, b�rhogyan. Igazold, hogya nagy h�romsz�g mellett legal�bb egy kisinek is mindh�rom s�sa supak�l�nb�z
 sz�nt kapott! !DEF. Egy gr�fban sereszny�nek nevez�nk k�t, egy pontb�l indul� �lt (azaz egy k�t�lb
l �ll� utat, ha �gy tetszik).� 79. a) Ha G{nek n pontja van, melyekre rendre d1; d2; . . . dn �l illeszkedik, h�nyseresznye van G{ben?b) n pont�, e �l� gr�fban legal�bb h�ny seresznye van? !� 80. Tegy�k fel, hogy egy n pont�, e �l� gr�fban nins h�romsz�g.a) Egy �l h�ny sereszny�ben szerepelhet?b) Mutasd meg, hogy a gr�fban legfeljebb e(n� 2)2 seresznye lehet!) Bizony�tsd be, hogy e � n24 .� 81. Tegy�k fel, hogy G{ben nins n�gy pont� k�r! Mutasd meg, hogy G{bena) legfeljebb �n2� seresznye lehet!b) e � 12n3=2 + 14n� 82. Tizenh�t tud�s h�rom t�m�r�l folytat levelez�st egym�ssal (b�armely kett
 min-dig ugyanarr�l, de egy harmadik �rhat nekik k�l�nb�z
ekr
l). Bizony�tsd be,hogy van k�zt�k h�rom, akik p�ronk�nt ugyanarr�l leveleznek!� 83. Legyen � irraion�lis sz�m! Egy egys�gnyi ker�let� k�r tetsz
leges pontj�b�lindulva m�rj fel egym�s ut�n � hossz�s�g� �veket! Bizony�tsd be, hogy a v�g-pontok halmaza s�r� lesz a k�rvonalon (azaz b�rmely pozit�v hossz�s�g� �vbeesik v�gpont). !
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1.5. Binomi�lis egy�tthat�k (P�osa Lajos nyom�an)84. H�nyf�lek�ppen lehet sorbarakni k�t 1{est �s n� 2 db. 0{t? !85. Egy k�rm�rk
z�ses bajnoks�gon n sapat indul. Mindegyik mindegyikkel j�tszikegyszer egyik�k, egyszer m�sikuk p�ly�j�n. H�ny mesb
l �ll a bajnoks�g?!86. Ugyanez a k�rd�s, ha minden m�rk
z�st a N�pstadionban rendeznek (a nagy�rdekl
d�s miatt), �s �gy persze mindenki mindenkivel sak egyszer j�tszik.87. Egy n tag� t�rsas�gbanmindenki mindenkit k�zfog�ssal �dv�z�lt. H�ny k�zszo-r�t�s t�rt�nt �sszesen?88. Mi k�ze egym�shoz az el
z
 n�gy feladatnak?89. H�nyf�lek�ppen lehet sorbarakni h�rom 1{est �s n� 3 db. 0{t? !90. Az ultit h�rman j�tssz�k. Bajnoks�got rendezel, ahol az n j�t�kos mindegyike| az es�lyegyenl
s�g jegy�ben | minden lehets�ges k�t ellenf�l ellen asztalhoz�l �s j�tszik egy partit. 	sszesen h�ny j�tszm�t j�tszanak a r�sztvev
k?91. M�dos�tsuk a Lott� szab�lyokat! Tegy�k fel, hogy a 90 sz�mb�l h�rmat h�z-nak ki. H�ny szelv�ny kell a biztos telital�lathoz?92. H�ny h�romelem� r�szhalmaza van egy n{elem� halmaznak?93. Mi k�ze egym�shoz az el
z
 h�rom feladatnak?94. H�ny LOTT� szelv�nyt kell kit�ltened, hogy biztos �t�s tal�latod legyen?A Pasal{h�romsz�g95. Ism�telj�nk egy kis elemi algebr�t:a) (x+ y)2 = ?b) (x+ y)3 = ?) (x+ y)4 = ?d) Mennyi lesz x2y3 egy�tthat�ja (x+ y)5{ben ?96. Sorold fela) az fa; b; g halmaz 0,1,2,3{elem� r�szhalmazait!b) az fa; b; ; dg halmaz 0,1,2,3,4{elem� r�szhalmazait! Melyikb
l h�ny darabvan?) H�ny k�telem� r�sze van az fa; b; ; d; eg halmaznak?d) Ezek k�z�l h�nyban van benne az e? �s h�nyban nins?Jel�lj�kCnk {val xn�kyk egy�tthat�j�t (x+y)n{ben! Ezekb
l a sz�mokb�l k�sz�la Pasal{h�romsz�g:



18 Elekes Gy:1 0. sor1 1 1. sor1 2 1 2. sor1 3 3 1 3. sor1 4 6 4 1 4. sor1 5 10 10 5 1 5. sor1 6 15 20 15 6 1 6. sor1 7 21 35 35 21 7 1 stb.97. Mutasd meg, hogy a Pasal{h�romsz�gben minden sz�m a felette l�v
 kett
�sszege, azaz Cnk = Cn�1k�1 + Cn�1k>jabb jel�l�s: �nk� := egy n elem� halmaz k elem� r�szhalmazainak sz�ma.98. A fenti de�n�i� szerinta) mennyi �n0�, �n1� , � nn� 1� �s �nn� ?b) H�t �n2�, �n3�, � nn� 3� �s � nn� 2�? �99. Az �xy� jel�l�st haszn�lva �rd fel, h�ny olyan k{elem� r�sze van az f1; 2; . . . ; nghalmaznak,a) amiben az n benne van?b) �s amiben nins benne?) Adj k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�st az f1; 2; . . . ; ng halmaz k{elem�r�szei (k r�gz�tett) illetve az f1; 2; . . . ; n�1g halmaz k�1 �s k elem� r�szeik�z�tt!d) Mutasd meg, hogy a r�szhalmazok sz�m�ra a Cnk {khoz hasonl� �sszef�gg�sigaz: �nk� = �n� 1k � 1�+�n� 1k � !100. Mutasd meg, hogy minden 0 � k � n sz�mp�rra Cnk = �nk�101. (folytat�s) Igazold, hogy a fenti k�t mennyis�g k�z�s �rt�ken!k! � (n� k)! = n � (n� 1) � . . . � (n� k + 1)k!102. H�nyf�lek�ppen olvashatod ki a MATEMATIKA sz�t a k�vetkez
 �bra bal fels
sark�b�l a jobb als�ig haladva?M A T E M A TA T E M A T IT E M A T I KE M A T I K A �103. Egy n�gyzetr�s (0; 0) pontj�b�l r�segyenesek ment�n jobbra vagy felfel� l�pveh�nyf�lek�ppen juthatsz el az (u; v) pontba? (u; v � 0)



Kombinatorika feladatok 19A binomi�lis egy�tthat�k azonoss�gaiA k�vetkez
 feladatokat pr�b�lj�tok Cnk ill. �nk� de�n�i�j�t haszn�lva megolda-ni. �ltal�banm�k�dik az �nk�{ra vonatkoz� k�zvetlen k�plet is; a teljes induki�pedig j�l olajozott masinak�nt ontja a bizony�t�sokat. Kombinatorikus szeml�-let�nket azonban a r�szhalmazos de�n�i� haszn�lata fejleszti legjobban.104. Mutasd meg, hogy a Pasal{h�romsz�g szimmetrikus!A fenti instruki� szellem�ben teh�t l�sd be, hogya) (x+ y)n{ben xn�kyk{nak �s xkyn�k{nak ugyanannyi az egy�tthat�ja.b) egy n elem� halmaznak ugyanannyi k{elem� r�sze van, ah�ny (n � k){elem�.Aki ezeken t�lmen
en expliit k�pletet �s/vagy induki�t is tud haszn�lni, az�sszesen n�gy bizony�t�st ismer majd. !105. Mennyi �n0�+ �n1�+ . . . + �nk�+ . . . + � nn� 1�+ �nn�?(Polinommal is, r�szhalmazzal is oldd meg! ) !106. Mutasd meg, hogy minden nem-�res halmaznak ugyanannyi p�ros elemsz�m�r�sze van, ah�ny p�ratlan! !107. �n0�� �n1�+ �n2�� . . . + (�1)n�nn� = ?108. Bizony�tsd be, hogy �kk�+ �k + 1k �+ . . . + �nk� = �n+ 1k + 1� !109. Az 1+ i komplex sz�m hatv�nyainak seg�ts�g�vel adj z�rt formul�t a k�vetkez
�sszegekre:a) �n0�� �n2�+ �n4�� . . . + (�1)k� n2k�+ . . .b) �n1�� �n3�+ �n5�� . . . + (�1)k� n2k � 1�+ . . .(R�szhalmazos megold�st is keress, legal�bb n�h�ny spei�lis t�pus� n{re! )Igazold az al�bbi azonoss�gokat!110. �nk� = nk �n� 1k � 1�.111. �nk� = n� k + 1k � nk � 1�.112. �nm� � �mk � = �nk��n� km� k�.113. 4n2n+ 1 < �2nn � < 4n. !114. nXk=0�m+ kk � = �m+ n+ 1n �.



20 Elekes Gy:115. nXk=0 k�nk� = n2n�1. !116. Xk (�1)k� 4m2k + 1� = 0. !117. Xk �rk�� sn� k� = �r + sn � . !118. Xk �rk�� sn+ k� = �r + sr + n�.119. Xk �nk�� km� = �nm�2n�m.� 120. Xk �nk�2 = �2nn �.121. Xk �r � km ��s+ kn � = � r + s+ 1m+ n+ 1�.122. Xk k�rk��sk� = s�r + s� 1r � 1 � .123. Xk �r � km ��s+ ks � = �r + s+ 1r �m � .� 124. Xk (�1)k�4m2k � = (�4)m.N�h�ny gyakorl� feladat . . .125. Egy �vfolyam 50 l�ny �s 30 �� hallgat�ja �ttag� k�ld�tts�get v�laszt, �spedigh�rom l�nyt �s k�t ��t. H�nyf�lek�ppen tehetik ezt? !126. (folytat�s) Ansa �s Beri �ppen haragban vannak; nem akarnak egy�tt beke-r�lni. H�nyf�le lehet a deleg�i�?127. H�ny szigor�an monoton n�v
 f1; 2; . . . ; kg 7! f1; 2; . . . ; ng f�ggv�ny van? !� 128. Egy r� r{es pontr�s s�saib�l h�nyf�lek�ppen v�laszthatjuk ki egy tengely{p�rhuzamos t�glalap n�gy s�s�t?129. Egy tra�kban k fajta k�peslap kaphat�. H�nyf�lek�ppen k�ldhet�nk bel
l�k nbar�tunknak 2{2 k�l�nb�z
t?� 130. Egy konvex n{sz�g semelyik h�rom �tl�ja nem megy �t egy ponton. H�nymetsz�spontjuk van az �tl�knak �szesen?� 131. 2n k�l�nb�z
 magass�g� ember h�nyf�lek�ppen tud k�t n{hossz�s�g� sorba�llni �gy, hogy az els
 sorban mindenki alasonyabb legyen a h�ts� sorban amegfelel
 helyen �ll�n�l? !� 132. H�rom dob�kok�val dobva a mutatott sz�mok �sszeg�t �gyelj�k. Melyik sz�ma leggyakoribb?
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1.6. Ha egy elem t�bbsz�r is szerepelhet . . .133. Mutass k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�sta) az 1 �s 2 sz�mjegyekb
l k�pezhet
 �ttag� monoton n�v
 sorozatok �s az1,2,3,4,5 �s 6 jegyekb
l �ll�, ugyansak �ttag� szigor�an monoton n�v
sorozatok k�z�tt!b) az n tag� a1; a2; . . . ; an (1 � ai � k) monoton n�v
 �s az ugyansak ntag� b1; b2; . . . ; bn (1 � bi � k+ n� 1) szigor�an monoton n�v
 sorozatokk�z�tt!) Mutasd meg, hogy a b) alattiakb�l �n+ k � 1n � db. van!134. Melyik k�szletben van t�bb domin� �s mi�rt:a) 0{t�l 8{ig sz�mozva, dupl�k is vannak;b) 0{t�l 9{ig sz�mozva, dupl�k ninsenek.135. H�ny olyan �tjegy� sz�m van, amelyben egyik sz�mjegyet sem k�vet n�la ki-sebb?136. Egy gyereknek 10 r�g�gumit akarsz venni; goly�, Donald �s lapos van. H�ny-f�lek�pp v�logathatsz? �DEF. Jel�lje a tov�bbiakban �nk � azt, h�nyf�lek�ppen lehet n elemb
l k{t kiv�laszta-ni, ha a sorrend nem sz�m�t, de az elemek t�bbsz�r is szerepelhetnek. Elnevez�seism�tl�ses kombin�i�.137. Mutassuk meg, hogy �nk � = �n+ k � 1k �.138. 	tfajta k�peslapot �rulnak. H�nyf�lek�pp vehet�nk 12 -t?139. Legfeljebb h�any tagja van egy k v�altoz�os homog�en d{edfok�u polinomnak?� 140. k ember k�z�tt akarunk bizonyos �sszeget sz�tosztani. Keress k�ls�n�sen egy-�rtelm� megfeleltet�st a k�vetkez
 k�t v�ltozat k�z�tt:a) n forintot osztunk ki tetsz
legesen (az is lehet, hogy egyesek semmit semkapnak);b) n+ k forintot osztunk ki �gy, hogy senki ne t�vozzon �res k�zzel.141. (folytat�s) Mennyi a lehet
s�gek sz�ma az el
z
 feladatban?142. k f�le k�peslapod van, �spedig az i{edikb
l ai darab (i � k). H�nyf�lek�ppenk�ldhetj�k el az �sszeset n bar�tunknak? (Lehet, hogy valaki nem kap; az islehet, hogy valakinek egy fajt�b�l t�bbet is k�ld�nk.)� 143. H�nyf�lek�pp lehet a polon l�v
 n k�nyvb
l k db{ot levenni, ha szomsz�dosa-kat nem szabad? !



22 Elekes Gy:
1.7. A szita{m�dszer144. H�ny olyan pozit�v eg�sz sz�m van, mely oszt�ja a 1040 �s 2030 sz�mok vala-melyik�nek? !145. 12 k�nyv k�z�l 6 nem �rdekes, 4 rosszul van f�zve, 3 rosszul f�z�tt k�nyv nemis �rdekes. H�ny j�l f�z�tt �rdekes k�nyv�nk van?146. Egy oszt�ly 30 tanul�ja k�z�la matematik�t 12 a matematik�t �s a �zik�t 5a �zik�t 14 a matematik�t �s a k�mi�t 4a k�mi�t 13 a �zik�t �s a k�mi�t 7 mindh�rmat 3szereti. H�ny tanul� nem kedveli egyiket sem? !147. (folytat�s) Milyen algebrai m�veletekkel sz�molhat� az el
z
 feladat eredm�nyea sz�madatokb�l? !Ism�t egy t�pus{hiba.H�nyf�lek�ppen tudunk eltenni 20 k�l�nb�z
 tartalm� pap�rlapot egy piros,egy s�rga, egy k�k �s egy z�ld irattart�ba �gy, hogy mind a n�gybe legal�bbegy jusson? (Egy dosszi�n bel�l a sorrend k�z�mb�s.)�Megold�s":Tegy�nk a n�gy helyre egyet{egyet! Erre n(n� 1)(n� 2)(n� 3) lehet
s�gvan.A marad�kot osszuk el tetsz
legesen! Ez 4n�4 f�le m�don t�rt�nhet.�Eredm�ny": n(n� 1)(n� 2)(n� 3) � 4n�4.Term�szetesen itt is | mint az I.r�sz 1.1. (�Dobjuk ki . . .") pontj�ban | aza baj, hogy bizonyos eseteket t�bbsz�r sz�moltunk. Pl. ha a piros irattart�-ba eredetileg az 1{es pap�rt tett�k, �s k�s
bb odaker�lt, mondjuk, a 8{as, ezugyanaz, mintha eredetileg tett�k volna oda a 8{ast �s k�s
bb az 1{est.Jel�lje a tov�bbiakban jX j az X halmaz elemsz�m�t!A szita{formula: Kijel�lted az A halmaz n r�szhalmaz�t, A1;A2; . . . ;An{et. Azon elemek sz�ma, amelyek egyik Ai{ben sinsenek benne,jAj�X jAij+X jAi \Aj j�X jAi \Aj \Ak j+. . .+ (�1)njA1 \ . . .\Anj148. Igazold a szita{formul�t! �149. (folytat�s) H�ny elem van benne legal�bb egy Ai{ben? !



Kombinatorika feladatok 23150. Oldd meg helyesen a szita{formula el
tti irattart�s feladatot! �151. Egy kerek asztal k�r�l �l
 n ember k�z�l h�nyf�lek�ppen v�laszthat� ki h�rom,p�ronk�nt nem szomsz�dos? �152. Egy zs�kban 10 p�r ip
 van. H�nyf�lek�ppen vehet�nk ki bel
le 6 darabot,hogy ne legyen k�zt�k egy p�r sem? �153. A ruhat�rban 10 ember h�nyf�lek�pp kaphatja vissza a kab�tj�t, ha semelyik-nek sem jut a saj�tja?154. Levelet �rsz n bar�todnak, de | miel
tt a m�r meg�mzett bor�t�kokba tenn�d
ket | elalszik a villany. V�letlenszer�en elhelyezve 
ket mi a val�sz�n�s�ge,hogy egyik bar�tod sem a neki �rt levelet kapja?155. H�ny, ezern�l kisebb term�szetes sz�m van, mely nem oszthat� a 2, 3, 5, 7sz�mok egyik�vel sem?156. H�ny 2n bet�s sz� k�pezhet
 az a1; a1; a2; a2; . . . ; an; an bet�kb
l, ha azonosbet�k nem lehetnek szomsz�dosak?157. H�ny r�k�pez�se van egy n elem� halmaznak egy m elem� halmazra? (r�k�-pez�s: az m elem� halmaz minden eleme legyen k�pe az n elemb
l legal�bbegynek.)158. Mutasd meg, hogyn! = nn ��n1�(n� 1)n + . . . + (�1)i�ni�(n� i)n + . . . + (�1)n�1� nn� 1�� 159. Egy n elem� halmazt h�nyf�lek�ppen lehet m darab (nem felt�tlen�l diszjunkt)k elem� r�sz�nek egyes�t�sek�nt el
�ll�tani,a) ha a r�szhalmazok sorrendje sz�m�t �s lehetnek azonosak is.b) ha supa k�l�nb�z
 r�szhalmaz kell �s a sorrend nem sz�m�t.� 160. Adottak egy X alaphalmaz A1; A2; . . .An r�szhalmazai. H�ny elem tartozik azAi {k k�z�la) pontosan egybe?b) pontosan kett
be?) pontosan k{ba?d) legal�bb k{ba? !161. Az n = p1k1p2k2 . . . prkr sz�mhoz h�ny n�la kisebb, hozz� relat�v pr�m van? (api{k k�l�nb�z
 primek, ki � 1.)� 162. Mutasd meg, hogy egy n pont� G gr�f k sz�nnel val� j� sz�nez�seinek sz�mak{nak polinomja!� 163. H�nyf�lek�ppen v�ghatunk egy r elem� halmazt k darab nem{�res r�szre? (Ar�eszek ninsenek sz�amozva; sak a tartalmuk k�ul�onb�ozteti meg }oket.) !



24 Elekes Gy:
1.8. K�t p�lda rekurzi�okraA Fibonai{sz�mokDEF. Az F1 = F2 = 1 ; Fn = Fn�1 + Fn�2 rekurzi�val de�ni�lt sz�msorozat elemeia Fibonai{sz�mok (n�ha �lszer� az F0 = 0{t is bevenni):1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; . . .164. H�nyf�lek�pp lehet felmenni n l�ps
fokon, ha egyszerre egy vagy k�t fokotl�phet�nk? �165. H�ny olyan n{hossz� sorozat k�pezhet
 az a �s a b bet�kb
l, melyben ninsenk�t szomsz�dos b? !166. Mutasd meg, hogy a szomsz�dos Fibonai{sz�mok relat�v pr�mek! !� 167. Bizony�tsd be, hogy minden m -re van m{mel oszthat� Fibonai{sz�m! !168. Bizony�tsd be, hogy ha k j n, akkor Fk j Fn !� 169. Bizony�tsd be, hogy minden term�szetes sz�m egy�rtelm�en fel�rhat� k�l�nb�-z
, nem szomsz�dos Fibonai{sz�mok �sszegek�nt!170. Keress olyan (ai) m�rtani sorozatot, amely kiel�g�ti az an = an�1 + an�2 re-kurzi�t! (Az azonosan 0 sorozaton k�v�l is van ilyen!) !171. (folytat�s) Mutasd meg, hogy az ilyen sorozatok tetsz
leges line�ris kombin�i�iis j�k lesznek!172. <rd fel a Fibonai{sorozatot k�t m�rtani sorozat line�ris kombin�i�jak�nt! �173. A polon l�v
 n k�nyvb
l nem vehet�nk le szomsz�dosakat. H�nyf�lek�ppenv�laszthatunka) n�h�nyat (tetsz
leges sz�m�t)?� b) pontosan k darabot? �Bizony�tsd be a k�vetkez
 egyenl
s�geket:174. Fn+2 =Xk �n� k + 1k �175. Fn+1Fn�1 � F2n = (�1)n.176. F1 + F2 + . . . + Fn = Fn+2 � 1.177. Fmk+m = Fmk�1Fm + FmkFm+1.178. Fn = 1p5� 1+p52 �n � 1p5� 1�p52 �n . !� 179. Milyen sz�mok alkotj�k az � 1 11 0�nm�trixot?



Kombinatorika feladatok 25Keress�nk k�pleteket!Hatv�nyok �sszegeiBizony�ra mindenki ismeri az els
 n term�szetes sz�m �sszeg�t:1 + 2 + . . . + n = n(n+ 1)2Val�sz�n�leg k�zismert az is, hogy magasabb hatv�nyokra is van hasonl� k�plet,ha nem is tudja 
ket mindenki fejb
l:12 + 22 + . . . + n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)613 + 23 + . . . + n3 = �n(n+ 1)2 �2�rdekes, hogy az ut�bbi �ppen a legels
 n�gyzete. Az is felt�nhet, hogy a h�romk�plet n nagy �rt�keire k�r�lbel�ln22 ; n33 ill: n44 :DEF. Jel�lj�k fr(n){nel az els
 n darab r{edik hatv�ny �sszeg�t:fr(n) = 1r + 2r + . . . + nr:Ennek tulajdons�g�t (nagys�grendj�t, als�{fels
 besl�s�t �s a pontos �rt�k z�rtalakj�t) vizsg�ljuk a tov�bbiakban.� 180. Bizony�tsd be, hogy fr(n)nr+1 ! 1r + 1 ; ha n!1: !� 181. (folytat�s) Mutasd meg, hogynr+1r + 1 � fr(n) � (n+ 1)r+1r + 1 : !



26 Elekes Gy:K�l�nbs�g{sorozatok. Egy egyszer� tr�kk.DEF. Legyen a0; a1; a2; . . . ; an . . . tetsz
leges sorozat. Az a1� a0; a2� a1; . . . ; an+1�an; . . . sorozatot az an k�l�nbs�g{sorozat�nak nevezz�k. Jel�l�se�an = an+1 � an:Hasonl�an de�ni�lhat� a �2an = ��an = �an+1��an = an+2� 2an+1+ ansorozat is, �s �ltal�ban �kan = ��k�1an:Ezzel a jel�l�ssel �0an = an �s �1an = �an.182. T�ltsd ki (a �{kat az ai{kkel kifejezve) az al�bbi t�bl�zatot:�0an: a0 a1 a2 . . an�2 an�1 an�1an: �a0 �a1 �a2 . . �an�2 �an�1�2an: �2a0 �2a1 �2a2 . . �2an�2�3an: �3a0 �3a1 �3a2 . .����nan: �nan(Ne felejtsd el az als� �nan{et is kifejezni az ai{kkel!) !183. (folytat�s) �s ha a fenti h�romsz�gben az elemek nem a felett�k l�v
k k�l�nb-s�gei, hanem �sszegei lenn�nek, mi ker�lne az als� sor k�zep�re? !184. Fejezd ki an{et a sorok bal sz�l�n tal�lhat� �ka0{okkal! !185. (folytat�s) Mutasd meg, hogy an =P �ia0i! n(n� 1) . . . (n� i+ 1).Megjegyz�s: Ez a Taylor{formul�ra hasonl�t, sak n hatv�nyai helyett �lesz�ll�"szorzatok szerepelnek benne.186. Bizony�tsd be, hogy ha an = pr(n) r{edfok� polinom, akkor�an (r�1){edfok�polinom lesz.187. (folytat�s) Igazold azt is, hogy r{edfok� polinom (r+1){edik k�l�nbs�gsorozataazonosan 0. !Megjegyz�s: A fenti 184. feladat szerintan =X�ni��ia0:A 187. feladatb�l pedig, ha valahonnan tudjuk egy sorozatr�l, hogy polinom,akkor bizonyosak lehet�nk abban, hogy el�g sokadik difereni�i elt�nnek, teh�tan fenti fel�r�s�ban a tagok sz�ma n-t
l f�ggetlen. Ezek az �szrev�telek sokkonkr�t sorozat n{edik tagj�nak expliit fel�r�s�t k�nny�tik meg.



Kombinatorika feladatok 27188. n �ltal�nos helyzet� egyenes h�ny r�szre v�gja a s�kot? !189. n �ltal�nos helyzet� s�k h�ny r�szre v�gja a teret? !� 190. (folytat�s) Mit mondhatunk d dimenzi�ban? !191. Keress k�pletet f4(n){re, a negyedik hatv�nyok �sszeg�re! �192. a) �br�zolhat�-e b�rmely n�gy halmaz k�r�kkel (Venn{diagrammal)?b) n k�r legfeljebb h�ny r�szre osztja a s�kot? �



28 Elekes Gy:
2. fejezetGr�fok I.2.1. Elemi gr�felm�let1. A hagyom�ny szerint K�nigsberg (ma Kalinyingr�d) polg�rai egy napon neh�zk�rd�ssel kerest�k fel a v�rosukban lak� Leonhard Eulert: mondan� m�r megnekik, mi�rt nem siker�l soha �gy v�gigs�t�lniuk a Pregel foly� h�t h�dj�n, hogymindegyiken sak egyszer keljenek �t. (L. t�rk�p.) Te tudn�l v�laszolni nekik?

2.1. �abra. A k�onigsbergi hidak.Megjegyz�s: Val�sz�n�leg ez az els
 gr�felm�leti jelleg� probl�ma, aminek �r�sosnyoma maradt.A tov�bbiakban �ltal�ban ir�ny�tatlan �lekb
l �ll� gr�fokkal foglalkozunk, me-lyeknek v�ges sok pontjuk van. Ha nem mondjuk k�l�n, akkor t�bbsz�r�s- �shurok�leket nem enged�nk meg; sak egyszer� gr�fokat vizsg�lunk.Foksz�mokDEF. Pont foka (vagy foksz�ma): a bel
le indul� �lek sz�ma.2. Van{e olyan (legal�bb k�t pont�) gr�f, amiben minden pont foka k�l�nb�z
?!3. Van{e olyan 9 pont� gr�f, melyben a pontok foka rendrea) 7, 7, 7, 6, 6, 6, 5, 5, 5b) 6, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 1 !



Kombinatorika feladatok 294. (folytat�s) H�t olyan 8 pont� gr�f van{e, melyben a foksz�mok 6, 6, 6, 6, 3, 3,2, 2 ? !5. Mutasd meg, hogy b�rmely gr�fban a foksz�mok �ssszege az �lsz�m k�tszerese!6. Tetsz
leges gr�fban a p�ratlan fok� pontok sz�ma p�ros. !DEF. Egy supa k�l�nb�z
 �lekb}ol �all�o �lsorozat s�ta, ha �el nem ism�etl}odik benne, �esminden �l egyik v�gpontja az el
z
, m�sik v�gpontja a r�k�vetkez
 �llel k�z�s.K�rs�ta, ha a kezd
{ �s a v�gpont azonos.DEF. >t, illetve k�r: olyan s�ta (ill. k�rs�ta), melyben sem �l, sem pont nem ism�t-l
dik (kiv�ve k�rben a kezd
{ ill. v�gpontot).7. Mutasd meg, hogy ha egy gr�f minden pontja legal�bb m�sodfok�, akkor agr�fban van k�r! !� 8. (folytat�s) Igazold, hogy ha minden pont foka legal�bb k, akkor van k+1 vagyt�bb pont� k�r!	sszef�gg
s�gDEF. Egy gr�f �sszef�gg
, ha b�rmely k�t pontja k�z�tt vezet �t. (Egyetlen pontb�l�ll� gr�fot �sszef�gg
nek tekint�nk.)9. Igaz{e, hogy ha egy gr�f b�rmely k�t pontja k�z�tt van s�ta, akkor a gr�f�sszef�gg
 (azaz pontjai k�z�tt van �t is)? !10. Mutasd meg, hogy ha a{b�l vezet �t b{be, b{b
l pedig {be, akkor a{b�l isvezet {be! !DEF. A maxim�lis (azaz nem n�velhet
) �sszef�gg
 r�szgr�fokat a gr�f komponen-seinek nevezz�k. (	sszef�gg
 gr�f maga egy komponens.)11. Igaz{e, hogy minden pont benne van egy komponensben? �12. Lehet{e k�t k�l�nb�z
 komponensnek k�z�s pontja? !Megjegyz�s: A gr�fok teh�t egy vagy t�bb, k�z�s pont n�lk�li komponensrebomlanak. >gy is mondhattuk volna, hogy ezek a �van a { b �t" rel�i� szerintiekvivalenia{oszt�lyok.A 10. feladat �ppen azt mondja, hogy e rel�i� tranzit�v.13. Mutasd meg, hogy ha egy 2n pont� gr�f minden pontj�nak foka legal�bb n,akkor a gr�f �sszef�gg
! !14. (folytat�s) Igaz marad{e az el
z
 �ll�t�s, ha n � 1 fok� pontokat is megenge-d�nk? !DEF. A G gr�f komplementere az a G, melyben pontosan azokat az �leket h�zzukbe, amelyek az eredeti G{ben nem szerepelnek.15. Igaz{e, hogy vagy G, vagy a komplementere biztosan �sszef�gg
? !16. Mutasd meg, hogy �sszef�gg
 gr�fb�l elhagyva egy k�r egyik �l�t a gr�f to-v�bbra is �sszef�gg
 marad. �



30 Elekes Gy:17. Igaz{e, hogy minden �sszef�gg
 gr�f tartalmaz k�rmentes �sszef�g
 r�szgr�fot?�18. Bizony�tsd be, hogy b�rmely n pont� �sszef�gg
 gr�fnak legal�bb n�1 �le van!Euler{vonalak �s {k�rs�t�kDEF. Euler{k�rs�t�nak (ill. Euler{s�t�nak vagy Euler{vonalnak) nevez�nkegy k�rs�t�t (ill. s�t�t), ha minden �let pontosan egyszer haszn�l.19. Mutasd meg, hogy ha egy �sszef�gg
 gr�f egy k�r�nek �leit t�r�lve a marad�kgr�fnak van Euler{k�rs�t�ja, akkor az eredetinek is van!20. (folytat�s) Igaz-e ugyanez Euler{vonalra?21. Bizony�tsd be, hogy egy �sszef�gg
 gr�fbana) akkor �s sak akkor l�tezik Euler{k�rs�ta, ha minden pont foka p�ros;b) akkor �s sak akkor l�tezik Euler{s�ta, ha legfeljebb k�t p�ratlan fok� pontvan.) mit mondhatunk azokr�l a gr�fokr�l, amelyekben pontosan egy p�ratlanfok� pont van?d) Ha pontosan 2k p�ratlan fok� pont van, akkor az �elek halmaza k darab�elidegen s�et�ara bonthat�o. !22. Egy v�rosban, ahol az �th�l�zat �sszef�gg
, egyir�ny� ut�k is vannak. Mikorj�rhatja be egy losol�aut� az �sszes ut�t (�spedig az egyir�ny�akat pontosanegyszer, j� ir�nyban; a k�tir�ny�akat pedig a k�t s�vban egyszer oda, egyszervissza) �gy, hogy v�g�l a kiindul�ponton fejezze be a munk�j�t!23. (folytat�s) Mutasd meg, hogy ha minden uta k�tir�ny�, akkor az el
z
 bej�r�smindig megoldhat�!�� 24. Ir�any��tott �es ir�any��tatlan �eleket is tartalmaz�o gr�af �elei mikor j�arhat�ok be �ugy,hogy mindegyiken (az ir�any��tatlanokon is!) pontosan egyszer menj�unk v�egig?Hamilton{utak �s {k�r�k25. Bej�rhat�-e az 5� 5{�s sakkt�bla egy l�val,a) ha nem kell ugyanott befejezned, ahonnan indult�l;b) ha a kiindul� mez
re kell visszat�rned? !26. (folytat�s) Ugyanezek a k�rd�sek 4� 4{es sakkt�bl�ra. !27. Mutasd meg, hogy p�ratlan sz�m� mez
b
l �ll� sakkt�bl�t nem lehet l�val afenti b) t�pusban v�gigj�rni!28. (folytat�s) De a 8� 8{ast lehet!DEF. Hamilton{k�rnek (ill.Hamilton{�tnak vagyHamilton{vonalnak) neve-z�nk egy k�rt (ill. utat), ha minden ponton egyszer megy �t.



Kombinatorika feladatok 3129. Igazold a k�vetkez
ket:a) ha a G gr�fban l�tezik k darab pont, amelyeket t�r�lve G t�bb, mint kkomponensre esik sz�t, akkor G{nek nins Hamilton{k�re;b) ha a gr�fban l�tezik k darab pont, amelyeket elhagyva G m�g k+1{n�l ist�bb komponensre esik sz�t, akkor Hamilton{�tja sins!Megjegyz�s: Sajnos, ez a felt�tel nem el�gs�ges! Nem is ismert �ltal�nos krit�-rium Hamilton{k�r l�tez�s�re. El�gs�gesek, de nem sz�ks�gesek az al�bbiak:� 30. Mutasd meg, hogy ha egy n pont� gr�fnak legal�bb(n� 1)(n� 2)2 + 2�le van, akkor a gr�fban van Hamilton{k�r! !� 31. (Dira t�tele): Ha egy n pont� gr�f minden pontja legal�bb n=2 fok�, akkora gr�fban van Hamilton{k�r.32. Petersen gr�f: egy �t pont� k�rben egy sillag�tsz�g; a megfelel
 bels}o{k�uls}os�sok �sszek�tve. M�as de�n��i�o: a s�usok egy �otelem}u halmaz k�etelem}u r�esz-halmazai. Kett}ot �osszek�ot�unk, ha a k�etelem}u r�eszek diszjunktak.a) Mutasd meg, hogy a k�et de�n��i�o ugyanazt a gr�afot adja.b) Igaz-e, hogy a Petersen gr�f ��eltranzit��v", azaz b�armely �el �atvihet}o b�armelym�asikba a s�usok alkalmas permut�ai�oj�aval?) A Petersen gr�fnak nins Hamilton k�ore, de b�armely s�us�at elhagyva amarad�eknak m�ar lesz.33. A �!Gk ir�any��tott gr�af s�usai azon k hossz�u (a1; a2; . . . ; ak) sorozatok, melyekreai 2 f1; 2; . . . ; ng. �Elet h�uzunk (a1; a2; . . . ; ak){b�ol (a2; . . . ; ak; ak+1) {be.(a) Biz.be: �!Gk{nak van ir�any��tott Euler-k�ors�et�aja.(b) Van-e ir�any��tott Hamilton{k�ore?2.2. F�kDEF. Az �sszef�gg
, k�rmentes gr�fokat f�nak nevezz�k. (Egy pontb�l vagy egyetlen�lb
l �ll� gr�f is fa. Egy, ill. k�t pont� fa nins is m�s.)DEF. Ha k�rmentes, de nem felt�tlen�l �sszef�gg
, akkor erd
. (Komponensei f�k,az�rt.)34. Rajzold fel az �sszes 3, 4 ill. 5 pont� f�t! (Az izomorfakat | amelyek a pontokser�j�vel egym�sba mennek | sak egyszer.)35. Igaz{e, hogy minden legal�abb k�et s�us�u f�ban van pontosan els
fok� pont?!36. Mutasd meg, hogy minden n pont� fa �lsz�ma n� 1. !37. (folytat�s) H�ny �le van egy n pont�, k komponens� erd
nek? !



32 Elekes Gy:38. Igaz{e, hogy n pont�, legal�bb n �l� gr�fban van k�r?39. Bizony�tsd be, hogy egy gr�f akkor �s sak akkor fa, ha b�rmely k�t pontjak�z�tt pontosan egy �t vezet.40. Igazold, hogy tetsz
leges n pont� �sszef�gg
 gr�fra az al�bbiak ekvivalensek(azaz, ha b�rmelyik teljes�l, akkor az �sszes t�bbi is)!i) k�rmentesii) n� 1 �le vaniii) b�rmely pontp�r k�z�tt legfeljebb egy �t vezet.41. Igaz{e, hogy f�ban mindig van legal�bb k�t els
fok� pont? !42. H�zz�l be egy f�ba m�g egy �lt! Bizony�tsd be, hogy �gy mindig pontosan egyk�r keletkezik!43. Igazold, hogy f�kban az �sszes leghosszabb �t egy ponton megy �t!� 44. Ez az �ll�t�s nem minden gr�fra igaz (b�r sok�ig �gy sejtett�k). !45. Jel�lj�k egy fa legal�bb harmadfok� s�sainak sz�m�t x{szel, az els
fok�ak�tpedig y{nal!a) Mutasd meg, hogy ha a f�nak legal�bb k�t pontja van, akkor y � x+ 2 !b) Mikor �llhat egyenl
s�g a){ban? !� 46. Mutass p�ld�t olyan f�ra, amelynek egyetlen automor�zmusa a helyben hagy�s!� 47. B�rmely fa b�rmely automor�zmus�nak van vagy �x pontja, vagy �x �le (azazvagy helyben hagy egy pontot, vagy egy �l k�t v�gpontj�t felser�li).� 48. d1; d2; . . . ; dn (ahol di � 1) pontosan akkor lesz egy fa foksz�m{sorozata, had1 + d2 + . . . + dn = 2(n� 1).� 49. Egy fa T1; T2; . . . ; Tk r�eszf�ai k�oz�ul b�armely kett}onek van k�oz�os s�usa. Bi-zony��tand�o: az �osszesnek is van.Igaz-e hasonl�o �all��t�as s�usok helyett �elekre?50. A s�kon v�ges sok pont �gy helyezkedik el, hogy minden p�r t�vols�ga k�l�n-b�z
. Minden pontb�l a hozz� legk�zelebb �ll�hoz egyenes szakaszt h�zunk.Keletkezhet-e �gy z�rt soksz�gvonal? !Fesz�t
 f�kDEF. Egy �sszef�gg
 gr�f egy r�szf�j�t (azaz olyan r�szgr�fj�t, ami fa) fesz�t
 f�naknevezz�k, ha tartalmazza az eredeti gr�f minden pontj�t. Ha egy nem �ssze-f�gg
 gr�f minden komponens�nek vessz�k egy{egy fesz�t
 f�j�t, fesz�t
 erd
tkapunk.51. Mutasd meg, hogy minden �sszef�gg
 gr�fnak van fesz�t
 f�ja! !52. (folytat�s) Minden gr�fnak van fesz�t
 erdeje.53. Bizony�tsd be, hogy �sszef�gg
 gr�fb�l mindig elhagyhat� egy pont (a bel
leindul� �lekkel egy�tt) �gy, hogy �sszef�gg
 gr�f maradjon! !



Kombinatorika feladatok 3354. Mely �sszef�gg
 gr�fokb�l rad�rozhatunk ki egy �let (de pontokat nem!), hogyaz �sszef�gg
s�g ne sz�nj�n meg? !55. Igazold, hogy b�rmely, legal�bb �t pont� gr�fban vagy a komplementer�benvan k�r! !56. H�zz�l be egy f�ba m�g egy �lt! Bizony�tsd be, hogy �gy mindig pontosan egyk�r keletkezik! !57. Mutasd meg, hogy n pont�, e �l�, k komponensb
l �ll� gr�fban legal�bb e�n+kk�l�nb�z
 k�r van! !58. Bizony�tsd be, hogy b�rmely n pont� �sszef�gg
 gr�fnak legal�bb n�1 �le van!!59. Mutasd meg, hogy b�rmely n � 2 pont� gr�fra az al�bbiak ekvivalensek:i) nem tartalmaz k�rt �s n� 1 �le van.ii) �sszef�gg
 �s k�rmentes.iii) �sszef�gg
 �s n� 1 �le van.iv) nem tartalmaz k�rt �s b�rmely k�t (�szek�tetlen) pontj�t �sszek�tve pon-tosan egy k�r keletkezik.v) �sszef�gg
, de b�rmely �l�t t�r�lve m�r nem marad az.vi) b�rmely k�t pontj�t pontosan egy �t k�ti �ssze.2.3. K�tszeres �sszef�gg
s�gDEF. A G(V;E) gr�fnak sz�tv�g� pontja v 2 V , ha V {b
l kihagyva v{t (�s E{b
la v{re illeszked
 �leket) az �sszef�gg
 komponensek sz�ma n
.DEF. Az �sszef�gg
 G gr�f k�tszeresen �sszef�gg
, ha jV j � 3 �s nins sz�tv�g�pontja.(A pontsz�mra vonatkoz� felt�tel a k�t pont�, egyetlen �l� gr�fot z�rja ki.)60. Bizony�tsd be, hogy k�tszeresen �sszef�gg
 gr�f b�rmely �l�t elhagyva a mara-d�k �sszef�gg
 lesz. !61. Ha G k�tszeresen �sszef�gg
, akkor b�rmely k�t pontja k�z�tt vezet k�t, k�z�sbels
 pont n�lk�li �t. (>gy is mondhatjuk, hogy b�rmely k�t pont egy k�r�nvan.) �62. Igaz-e, hogy k�tszeresen �sszef�gg
 gr�fhoz �jabb pontot v�ve �s azt k�t (k�-l�nb�z
) r�givel �sszek�tve �jra k�tszeresen �sszef�gg
 gr�fot kapunk? !63. Legyen V1 a k�tszeresen �sszef�gg
 G(V;E) gr�f pontjainak tetsz
leges, leg-al�bb k�t elem� r�szhalmaza, v 2 V n V1 pedig tetsz
leges pont. Mutasd meg,hogy vezet v{b
l V1 k�t k�l�nb�z
 pontj�ba egy{egy k�z�s bels
 pont n�lk�li�t. (Csak v, a kezd
pont azonos.) !64. A k�vetkez
 k�t felt�tel k�z�l melyik egyen�rt�k� a k�tszeres �sszef�gg
s�ggel?a) B�rmely x; y; z ponth�rmashoz van olyan x{y �t, ami elker�li z{t;b) B�rmely x; y; z ponth�rmashoz van olyan x{y �t, ami �tmegy z{n. !



34 Elekes Gy:65. Igaz-e, hogy b�rmely �sszef�gg
 gr�f b�rmely x; y; z 2 V ponth�rmas�hoz van(t
l�k nem felt�tlen�l k�l�nb�z
) p 2 V , melyb
l vezet egy{egy k�z�s bels
pont n�lk�li �t x; y �s z mindegyik�be?(Valamelyik �t lehet �l n�lk�li, egyetlen pontb�l �ll� is.) !66. Mutasd meg, hogy k�tszeresen �sszef�gg
 gr�fban b�rmely x; y pontp�rhoz �se �lhez van olyan x{y �t, ami tartalmazza e{t!67. (folytat�s) Igaz-e, hogy k�tszeresen �sszef�gg
 gr�f b�rmely k�t �le egy k�r�nvan?DEF. 	sszef�gg
 gr�fban blokknak nevezz�k| a maxim�lis (nem b
v�thet
) k�tszeresen �sszef�gg
 r�szeket;| a sz�tv�g� �leket.68. Mutasd meg, hogy k�t k�l�nb�z
 blokknak legfeljebb egy k�z�s pontja lehet!!2.4. Ir�ny�tott gr�fokK�rm�rk
z�sek69. Mutasd meg, hogy egy ping{pong k�rm�rk
z�s r�sztvev
i sorba�ll�that�k �gy,hogy mindenki legy
zte a k�zvetlen�l m�g�tte �ll�t! (Azt nem k�vetelj�k meg,hogy az �sszes m�g�tte �ll�t le kellett volna gy
znie.) �� 70. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy az ilyen sorrendek sz�ma mindig p�ratlan!71. Mutass p�ld�t arra, hogy ha pontosan egy m�rk
z�s m�g h�tra van, akkor nemfelt�tlen�l l�tezik ilyen sorba�ll�t�s!72. Mutasd meg, hogy egy (legal�bb h�arom tag�) ping{pong k�rm�rk
z�s verseny-z
i | ha nins olyan soportjuk, akik mindny�jan legy
zt�k a m�sik soportminden tagj�t | k�rbe�ll�that�k �gy, hogy mindenki legy
zte a t
le jobbra�ll�t! !73. Adj elj�r�st (esetleg �rj programot) ami tetsz
leges teljes ir�ny�tott gr�fbanmegkeresi az alkalmas k�rbe�ll�t�st, ha van; ha nins, akkor mutat egy �rossz"sz�tv�g�st.DEF. Pszeudogy
ztesnek nevez�nk egy X versenyz
t, ha mindenki, aki legy
zte
t, kikapott legal�bb egy olyan Y {t�l, akit X legy
z
tt. (>gy is mondhatn�nk,hogy X minden veres�g��rt k�zvetve, valamely Y {on kereszt�l el�gt�telt vett.)74. Mutasd meg, hogy minden k�rm�rk
z�snek van pszeudogy
ztese! !75. (folytat�s) Ha nins olyan versenyz
, aki mindenkit legy
z�tt, akkor legal�bbk�t pszeudogy
ztes van! !� 76. (folytat�s) Most kezd �rdekes lenni az �gy: az el
z
 felt�tel mellett van h�rompszeudogy
ztes is!



Kombinatorika feladatok 3577. (folytat�s) M�r sak egy k�rd�s maradt: tudsz-e olyan v�geredm�nyt produk�l-ni, ahol nins n�gy?78. Mutass minden n 6= 2; 4{re olyan v�geredm�nyt, amikor minden versenyz
pszeudogy
ztes! !Megjegyz�s: A lehets�ges k�rm�rk
z�s{eredm�nyek majdnem mind ilyenek!(L�sd a k�vetkez
 feladatot.)DEF. V�letlen k�rm�rk
z�s: minden j�tszm�r�l 1/2 val�sz�n�s�ggel, egym�st�lf�ggetlen�l d�ntj�k el, ki nyert.79. Jel�lje pn annak val�sz�n�s�g�t, hogy egy n r�sztvev
s v�letlen k�rm�rk
z�sennem mindenki pszeudogy
ztes. Bizony�tsd be, hogy pn ! 0! !Ir�ny�tott gr�fokDEF. A G ir�ny�tott gr�fban az x pont be{foka (jele: d+G(x), vagy r�viden d+(x)),illetve ki{foka (jele: d�G(x), vagy r�viden d�(x)) az x{be bemen
 ill. onnankifel� ir�ny�tott �lek sz�ma.80. Mutasd meg, hogy Xx2Gd+G(x) = Xx2G d�G(x).81. Mely gr�fok ir�ny�that�k �gy, hogy minden pontba ugyanannyi �l menjen be,mint ah�ny kij�n? (Ez a k�z�s �rt�k k�l�nb�z
 pontokra k�l�nb�z
 lehet!) �82. (Euler{k�rs�ta) Mely ir�ny�tott gr�fok j�rhat�k be �gy, hogy minden �len (j�ir�nyban) pontosan egyszer v�gigmenve a kiindul�pontba jussunk vissza? �� 83. Minden ir�ny�tott gr�fban van olyan V1 f�ggetlen ponthalmaz, hogy V nV1 min-den pontja V1 valamelyik pontj�b�l legfeljebb k�t l�p�sben el�rhet
. (f�ggetlenponthalmaz: nins k�zt�k �l.)Er
s �sszef�gg
s�g.DEF. Egy ir�ny�tott gr�f er
sen �szef�gg
, ha b�rmely pontj�b�l b�rmely m�sikbavezet ir�ny�tott �t. (Ez minden pontp�rra k�t felt�tel: egy oda, egy vissza.)	sszef�gg
, ha az �lek ir�ny�t�s�t elfelejtve ir�ny�tatlan gr�fk�nt �sszef�gg
lesz; ennek semmi k�ze az ir�ny�tott utakhoz.84. Keress m�dszert ir�ny�tott gr�f er
s �sszef�gg
s�g�nek vizsg�lat�ra! �85. Egy er
sen �sszef�gg
 gr�f pontjait k�t diszjunkt, nem-�res oszt�lyba osztot-tuk. Mit mondhatunk a k�t r�sz k�z�tti �lekr
l? !86. Tudsz-e ilyen t�pus� sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt az er
s �sszef�gg
s�gre?!87. Mutasd meg, hogy ha egy ir�ny�tatlan gr�f b�rmely �l�t t�r�lve a gr�f m�gmindig �sszef�gg
 marad, akkor ir�ny�that� �gy, hogy er
sen �sszef�gg
 legyen.



36 Elekes Gy:
2.5. Vegyes feladatok88. Melyek azok a gr�fok, amelyekben b�rmely k�t �lnek van k�z�s pontja? !89. H�ny k�l�nb�z
 gr�f adhat� meg az 1; 2; . . . ; n pontokon? !90. Nevezz�k egy �sszef�gg
 gr�f k�t pontja k�oz�otti t�vols�g�nak az 
ket �ssze-k�t
 legr�videbb �t hossz�t. Mutasd meg, hogy ez eleget tesz a h�romsz�g-egyenl
tlens�gnek!91. (folytat�s) Igazold ugyanezt arra az esetre is, ha t�vols�gnak a leghosszabb �thossz�t nevezz�k!92. Ha egy �sszef�gg
 gr�f minden pontja m�sodfok�, akkor a gr�f egyetlen k�rb
l�ll.93. Milyen komponensekb
l �llhat egy gr�f, ha minden pontj�nak foka legfeljebbkett}o? !94. Mutasd meg, hogy �sszef�gg
 gr�f b�rmely k�t leghosszabb �tj�nak van k�z�spontja! !� 95. Tegy�k fel, hogy egy gr�f minden pontj�nak foka legal�bb h�rom.a) Mutasd meg, hogy a gr�fban van p�ros sz�m� pontb�l �ll� k�r.b) Nins olyan m > 2 eg�sz, amivel minden k�r hossza oszthat� lenne.) Mutass olyan p�ld�t, amiben van p�ratlan pont� k�r!d) Igaz{e, hogy mindig lesz a gr�fban p�ratlan k�r is? !DEF. Az A halmazP part�i�ja olyanH1; H2; . . . halmazrendszer, melyreSHi = A�s Hi \Hj = ;, ha i 6= j.� 96. Nevezz�k az A alaphalmaz P1;P2; . . . part�i�rendszer�t szepar�l�nak, ha b�r-mely x; y 2 A{ra van i, hogy x �s y a Pi part�i� k�l�nb�z
 oszt�lyaiba esik.Bizony�tsd be, hogy tetsz
leges n elem� A halmaz b�rmely P1;P2; . . . ;Pn sze-par�l� part�i�rendszer�b
l kihagyhat� egyPi �gy, hogy a marad�km�g mindigszepar�l� legyen.DEF. Legyen adva a G(V;E) gr�f, jV j = n �s k�t pont: s; t 2 V �gy, hogy (s; t) 2 E.A gr�f s{t sz�moz�sa g : V ! f1; 2; . . . ; ng, hag(s) = 1;g(t) = n;8y 6= s; t 9x; z 2 V hogy (x; y) 2 E; (y; z) 2 E �s g(x) < g(y) < g(z):�� 97. Minden k�tszeresen �sszef�gg
 gr�fnak van s{t sz�moz�sa.
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2.6. Foksz�msorozatok realiz�i�ja98. Legyen 0 � d1; d2; . . . ; dn term�szetes sz�mokb�l �ll� sorozat, melyre P dip�ros. Konstru�lj olyan | esetleg t�bbsz�r�s- �s hurok�leket is tartalmaz� |n pont� gr�fot, melyben az i{edik pont foka �ppen di (a hurok�lek k�tszeresen,azaz mindk�t v�g�kkel sz�moland�k). !99. Legyenek a1 � a2 � . . . � an �s b1 � b2 � . . . � bm term�szetes sz�mok, me-lyekreP ai =P bj . Igazold, hogy l�tezik (esetleg t�bbsz�r�s �lt is tartalmaz�)m + n pont� p�ros gr�f, melyben a fels
 pontok foksz�mai �ppen az ai{k, azals�k� pedig a bj{k.100. Legyen 0 � d1; d2; . . . ; dn term�szetes sz�mokb�l �ll� sorozat, melyre P dip�ros �s minden i � n{re di �Xj 6=i dj . Konstru�lj olyan | esetleg t�bbsz�r�s-�let is tartalmaz� | hurok�l n�lk�li n pont� gr�fot, melyben az i{edik pontfoka �ppen ni.� 101. Mely d1 � d2 � . . . � dn foksz�m{sorozatok val�s�that�k meg egyszer� gr��al?!� 102. Mely a1; a2; . . . ; an �s b1; b2; . . . ; bm foksz�msorozat{p�rok val�s�that�k megegyszer� p�ros gr��al?� 103. Legyen 1 � d1 � d2 � . . . � dn � n olyan sorozat, melyre P di = 2(n � 1).Mutasd meg, hogy l�tezik n pont� fa ilyen foksz�mokkal! !2.7. P�ros gr�fok. A K
nig{Hall t�telk�r.DEF. A G gr�f k�toszt�ly�, ha pontjai k�t r�szre oszthat�k �gy, hogy egyik r�szenbel�l se menjen egyetlen �l sem. (Minden �l a k�t r�sz egy{egy pontj�t k�sse�ssze.)104. Adj m�dszert (esetleg �rj programot) annak eld�ntes�re, hogy egy gr�f k�t-oszt�ly�{e! Bizony�tsd is be, hogy m�dszered helyesen m�k�dik mind pozit�vv�lasz (ha az eredm�ny egy j� kett�oszt�s) mind negat�v v�lasz eset�n (ha azeredm�ny az, hogy nins ilyen)!DEF. G p�ros gr�f, ha minden k�re p�ros (azaz nins benne p�ratlan k�r). Spei�-lisan a k�rmentes gr�fok (f�k �s erd
k) sz�ks�gk�ppen p�rosak.105. Bizony�tsd be, hogy egy gr�f akkor �s sak akkor k�toszt�ly�, ha p�ros.(Mivel teh�t a k�t fogalom azonos, el�g egy elnevez�s; a r�videbb "p�ros gr�f"{ot szok�s haszn�lni.) !



38 Elekes Gy:� 106. Mutasd meg, hogy b�rmely e �l� gr�f tartalmaz legal�bb e=2 �l� p�ros gr�fot!!107. Legyenek a1 � a2 � . . . � an �s b1 � b2 � . . . � bm term�szetes sz�mok, me-lyekreP ai =P bj . Igazold, hogy l�tezik (esetleg t�bbsz�r�s �lt is tartalmaz�)m + n pont� p�ros gr�f, melyben a fels
 pontok foksz�mai �ppen az ai{k, azals�k� pedig a bj{k.Sokmindent lehet p�ros gr�fokkal �br�zolni: gy�rt�k �s megrendel
k k�zti sz�l-l�t�sokat; egy halmaz elemei �s bizonyos r�szhalmazai k�z�tt az "x eleme a Hr�szhalmaznak" rel�i�t; ��k �s l�nyok k�z�tt a "ki{kinek{tetszik" (ebb
l ir�-ny�tott gr�f lesz) vagy a "k�ls�n�sen tetszenek egym�snak" rel�i�t (ut�bbib�lir�ny�tatlan p�ros gr�f lesz).P�ros�t�sok (f�ggetlen �lrendszerek).108. Egy v�llalatn�l h�t p�ly�z� jelentkezett hat �res munkahelyre (sz�mozzuk eze-ket 1{t
l 6{ig); egy ember t�bb helyre is:Alad�r az 1 {es munkahelyreB�la az 1,6 {os munkahelyreCsaba a 2,3,4 {es munkahelyreDani a 2,5 {�s munkahelyreErzsi a 3,4,5 {�s munkahelyreFeri a 1,6 {os munkahelyreG�za a 6 {os munkahelyre(a) �br�zold a helyzetet p�ros gr��al(b) d�ntsd el, hogy bet�lthet
{e mind a hat munkahely (egy ember sak egyhelyre ker�lhet). Ha nem mind, akkor h�ny t�lthet
 be? Indokold a v�laszt!() jav�t{e valamit, ha Feri meggondolja mag�t �s a 2{es munkahelyet is haj-land� elfogadni?DEF. a G gr�f �leinek egy F r�szhalmaz�t f�ggetlen �leknek vagy r�szleges p�-ros�t�snak nevezz�k, ha k�z�l�k semelyik kett
nek nins k�z�s v�gpontja.109. (folytat�s) Egy munkak�zvet�t
n�l hat ember jelentkezett. Nyol �ll�s j�hetsz�ba:�kos 1,2,3,4,6. munkahelyBandi 2,5,8. munkahelyCsilla 2,5. munkahelyD�ra 2,8. munkahelyErn
 5,8. munkahelyFeri 1,2,3,4,7. munkahelyAdj meg egy lehet
 legnagyobb f�ggetlen �lrendszert! Indokold meg, mi�rt ninsnagyobb!



Kombinatorika feladatok 39110. Mutasd meg, hogy ha n�h�ny (mondjuk k) jelentkez
 egy�ttesen sak k{n�lkevesebb helyre p�ly�zik, akkor nem lehet mindenkit elhelyezni!(Hasonl�an: ha n�h�ny (mondjuk k) helyre egy�ttesen sak k{n�l kevesebbjelentkez
 p�ly�zik, akkor nem lehet minden helyet bet�lteni.)111. Egy harmadik �gn�l h�t helyre sak hatan p�ly�znak:Anita 1,2 munkahelyreBea 2,3 munkahelyreCirill 3,4 munkahelyreDiana 4,5 munkahelyreElem�r 5,6 munkahelyreFrii 6,7 munkahelyreA f
n�k m�r belenyugodott, hogy �gy nem lehet az �sszes helyet bet�lteni. Elis d�nt�tte, hogy a hat emberb
l ki hova ker�l: A{1, B{2, C{3, D{4, E{5, F{6.Ekkor �rkezik a post�s egy t�virattal:"megpaalyaazom a 2--es munkahelyet stop geeza stop stop".A fenti hat f�ggetlen �lb
l melyikeket ser�li ki a f
n�k �s mely m�sikakra?Hall felt�tele �s t�telei.DEF. Azt mondjuk, hogy a G(V1; V2; E) p�ros gr�f V1 oszt�lya teljes�ti a Hall{felt�tel{t, ha tetsz
leges k term�szetes sz�mra V1 b�rmely k db. pontjaegy�tt legal�bb k db. V2{belivel van �sszek�tve.DEF. Legyen F f�ggetlen (nem felt�tlen�l maxim�lis) �lrendszer a G gr�fban. F{ren�zve altern�l� (="v�ltakoz�") egy �t (vagy k�r), ha �lei felv�ltva F{beliekill. F{en k�v�liek. (Pl. �t pont k�z�tt n�gy egym�s ut�ni �l: f1; e1; f2; e2, ahol fiF{beli, ei nem F{beli; vagy ak�r k�t pont k�z�tt egy F{en k�v�li �l �nmag�banis altern�l� �t)112. Legyen F1 f�ggetlen �lrendszer G{ben. Mutasd meg, hogy(a) ha van F1{re n�zve altern�l� k�r, akkor van m�sik, F2 f�ggetlen �lrendszeris G{ben, ami ugyanannyi �lt tartalmaz, mint F1.(b) ha van F1{re n�zve altern�l� �t, ami F1 �ltal nem fedett ponttal kezd
dik�s v�gz
dik, akkor van F1{n�l t�bb �lb
l �ll� F2 f�ggetlen �lendszer isG{ben. !113. Legyen F f�ggetlen �lrendszer a G p�ros gr�fban. G egyik ponthalmaza legyenV1, a m�sik V2 (nem felt�tlen�l ugyanannyi pont�ak). Azon V1{beli pontokhalmaz�t, amelyekre nem illeszkedik F{beli �l, jel�ld C1{gyel; a megfelel
 V2{belieket C2{vel. Nevezhetj�k ezeket tel�tetlen vagy fedetlen pontoknak.(a) mutasd meg, hogy ha C1{b
l vezet altern�l� �t C2{be, akkor van F{n�lnagyobb f�ggetlen �lrendszer a gr�fban.(b) Jel�ld a C1{en k�v�li, de abb�l altern�l� �ton el�rhet
 V1{beli ill. V2{belipontok halmaz�t B1{gyel ill. B2{vel; A1 ill. A2 pedig legyen a k�t marad�k



40 Elekes Gy:(vagyis amik nem �rhet
k el altern�l� �ton). F �lei teh�t r�szben A1{b
lA2{be, r�szben B1{b
l B2{be vezetnek.() Tedd fel m�g azt is, hogy a nem{�res C1{b
l nem vezet altern�l� �t C2{be.Mutasd meg, hogy ekkor V1 nem teljes�theti a Hall{felt�telt!(	tlet: mivel lehetnek �sszek�tve a (B1 [ C1){beli pontok?) !114. (folytat�s) Adj m�dszert (esetleg �rj programot) p�ros gr�f maxim�lis p�ros�-t�s�nak keres�s�re! Igazold, hogy m�dszered mind pozit�v, mind negat�v v�laszeset�n helyes eredm�nyt ad!Megjegyz�s: p�ros gr�f t�rol�sa vagy �l{list�val, vagy n �m{es k�tdimenzi�st�mbbel (m�trix{szal) t�rt�nhet: a V1{beli i �s V2{beli j pontokra a t�mbG(i; j) eleme: G(i; j) = � 1; ha van (i; j) �l;0; ha nins.Hall t�tele: P�ros gr�fban a V1 ponthalmazt fed
 p�ros�t�s l�tez�s�hez aHall{felt�tel sz�ks�ges �s el�gs�ges is.115. A 113. feladat felhaszn�l�s�val bizony�tsd be Hall t�tel�t! !Megjegyz�s: a fenti gondolat; az elj�r�s �tlete �s abb
l Hall t�tel�nek bizony�-t�sa K
nig D�nest
l sz�rmazik. Hall eredeti bizony�t�sa V1 elemsz�ma szerintiteljes induki� volt:116. Keress induki�s bizony�t�st Hall t�tel�re![�tlet: az induki�s l�p�s sor�n v�lassz sz�t k�t esetet aszerint, hogy(i) V1 minden nem{�res val�di r�sz�b
l t�bb V2{belibe megy �l, mint ah�nyeleme e r�sznek van, illetve(ii) van olyan nem{�res val�di r�sz, ami a Hall{felt�telt pontos egyenl
s�ggelteljes�ti.℄Gyakorl� feladatok117. A G p�ros gr�f s�usai fa; b; ; d; e; f; g; hg �s f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g. Az els
 oszt�lypontjainak szomsz�dai:a: f3, 5, 6gb: f2, 3, 4, 7g: f3, 5gd: f1, 4, 8ge: f3, 6gf: f1, 2, 7, 8gg: f1, 3, 5, 8gh: f5, 6gKeresd meg G egy maxim�lis p�ros�t�s�t, tov�bb� a 113. feladatban szerepl
Ai; Bi; Ci (i = 1; 2) halmazokat!



Kombinatorika feladatok 41118. Egy iskol�ban a di�kok k�l�nf�le bizotts�gokat v�lasztottak (egy ember t�bbbizotts�gnak is tagja lehet) �s most minden bizotts�g a saj�t tagjai k�z�l egy{egy eln�k�t szeretne kinevezni. B�rmely bizotts�g b�rmely tagja alkalmas lenneeln�knek, de nem akarj�k, hogy valaki egyszerre t�bb bizotts�gnak is eln�kelegyen. Mikor val�s�that� ez meg? !119. Zsuzsi huszonn�gy mesek�nyv�t szeretn� sz�tosztani tizenk�t �atalabb unoka-testv�re k�z�tt. >gy gondolta, mindegyiknek k�t{k�t olyat aj�nd�koz, ami m�gnins meg nekik. 	t gyerekn�l m�r puhatol�zott; �sszesen h�t k�nyv j�het n�-luk sz�ba, a t�bbi 17 mindegyik�knek megvan. Sz�t tudja{e Zsuzsi osztani ak�nyveket �gy, ahogy tervezte?� 120. Egy laktany�ban k�ttag� 
rs�get kell �ll�tani a kapukhoz, a rakt�rakhoz, az
rtornyokba, stb.; �sszesen 29 helyre. Az 
rparansnok megk�rdezi, ki hovamenne sz�vesen.Mindenki megnevez n�h�ny 
rhelyet. Mikor teljes�thet
minden
r ig�nye? !121. Valaki kiv�lasztotta egy halmaz n�h�ny r�szhalmaz�t �s most szeretne mind-egyikb
l kijel�lni h�rom{h�rom elemet �gy, hogy minden elem sak egy r�sz-halmazn�l szerepeljen. Mikor tudja ezt megtenni?� 122. Adott s1; s2; . . . ; sn term�szetes sz�mok �s H1; H2; . . . ; Hn halmazok eset�n mia sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�tele annak, hogy minden i � n{re a Hi{b
l kiv�-laszthass si darab elemet �gy, hogy az �sszes ilyen elem k�l�nb�z
 legyen?Teljes p�ros�t�sokDEF. az F f�ggetlen �lrendszer a G gr�f teljes p�ros�t�sa, ha G minden pontj�-ra illeszkedik F{nek legal�bb egy �le (�s akkor sz�ks�gk�ppen pontosan egy).Persze ekkor a pontsz�m p�ros; ha pedig G p�ros gr�f, akkor a k�t oszt�lybanazonos sz�m� pont van.Hall t�tele teljes p�ros�t�sokra: Legyen G olyan p�ros gr�f, amelybenaz als� �s a fels
 ponthalmaz ugyanakkora. Ha G{ben l�tezik teljes p�ros�t�s,akkor V1{re is �s V2{re is teljes�l a Hall{felt�tel; ha pedig valamelyikre teljes�l,ez m�r el�gs�ges a teljes p�ros�t�s l�tez�s�hez.123. Bizony�tsd be Hall fenti t�tel�t! !DEF. Egy gr�f r{regul�ris, ha minden pontj�nak foka r.124. Mutasd meg, hogy r{regul�ris p�ros gr�f biztosan teljes�ti a Hall-felt�telt! �K�vetkezm�ny: r{regul�ris p�ros gr�fnak mindig van teljes p�ros�t�sa.125. (folytat�s) Igaz marad{e a fenti �ll�t�s, ha a gr�fban t�bbsz�r�s �leket is meg-enged�nk? !126. Lerajzolt�l egy p�ros gr�fot, melyben minden s�sba pontosan r �l fut. V�let-len�l �ppen r darab k�l�nb�z
 sz�n� eruz�d van (a feket�n k�v�l, amivel azeredeti �bra k�sz�lt). Bizony�tsd be, hogy az �leket kih�zhatod sz�nessel �gy,hogy minden s�sba supa k�l�nb�z
 sz�n� menjen!



42 Elekes Gy:127. (folytat�s) Igaz marad{e a fenti �ll�t�s, ha a gr�fban t�bbsz�r�s �lek is szere-pelnek?128. (folytat�s) Mutass p�ld�t olyan nem-p�ros, de regul�ris gr�fra, ahol a fentisz�nez�s lehetetlen!129. Ha egy nem-negat�v eg�sz elemekb
l �ll� m�trix minden sor- �s oszlop�sszeger, akkora) van nem-0 kifejt�si tagja;b) el
�ll r darab permut�i�{m�trix �sszegek�nt.130. H�zass�g{probl�ma (K
nig) Tegy�k fel, hogy egy n l�nyb�l �s n ��b�l �ll�t�rsas�gban minden �� pontosan r l�nyt (nem felt�tlen�l ugyanazokat) tudnaelk�pzelni leend
 feles�gek�nt (�s azok erre hajland�ak is lenn�nek), m�sr�sztminden l�ny pontosan r ��nak ny�jtan� kez�t (akik azt el is fogadn�k). Mutasdmeg, hogy �ssze�ll�that� n boldog jegyesp�r!131. Mutasd meg, hogy ha egy p�ros gr�fban minden pont foka � r, akkor pontok �s�lek hozz�v�tel�vel kieg�sz�thet
 olyann�, amelyben minden s�sra pontosanr �l illeszkedik!132. Igaz marad{e a 126. feladat, ha sak azt tessz�k fel, hogy minden s�sbalegfeljebb r �l fut be?133. Egy 52 lapos k�artya{somagot tizenh�arom n�egylaposra osztott valaki. Bizo-ny�tsd be, hogy a n�egyesekb}ol kiv�alaszthatunk egy-egy lapot, amelyek mindk�l�nb�z
 �gur�ak ill. sz�amok (teh�at egy{egy �asz, kir�aly, ... , h�armas, kettes).. . . �s n�h�ny nehezebb.� 134. Legyen G(V1; V2; E) p�ros gr�f �s X1 � V1; X2 � V2; a s�s{oszt�lyok tet-sz
leges r�szhalmazai. Tegy�k fel, hogy olyan (r�szleges) p�ros�t�s is l�tezik,amely fedi X1{et �s olyan (esetleg m�sik) is, ami X2{t fedi. Mutasd meg, hogyekkor van olyan is, ami fedi mindkett
t!� 135. Bizony�tsd be, hogy minden p�ros gr�fban l�tezik olyan (r�szleges) p�ros�t�s,ami fedi az �sszes maxim�lis fok� pontot!136. (folytat�s) Adj ebb
l �j megold�st a 132. feladatra!DEF. Egy nem negat��v elemekb}ol �all�o m�trix dupl�n sztohasztikus, ha mindensor- �s oszlop�sszege 1.137. Dupl�n sztohasztikus m�trixnak van nem-0 kifejt�si tagja. !138. (folytat�s) Dupl�n sztohasztikus m�trix permut�i�m�trixok (konvex) line�riskonbin�i�ja.� 139. Legyen G p�ros gr�f, melynek van teljes p�ros�t�sa �s minden �als�" pont fokalegal�bb r. Bizony�tsd be, hogy G{nek legal�bb r! k�l�nb�z
 teljes p�ros�t�savan!



Kombinatorika feladatok 43DEF. Ha egy n�gyzetes m�trix determin�ns�nak kifejt�si tagjait nem a szok�sos el
-jelez�ssel, hanem an�lk�l adjuk �ssze, a m�trix permanens�t kapjuk.Van der Waerden sejt�se (Sok�ig megoldatlan volt; a k�zelm�ltban igazol-ta | egym�st�l f�ggetlen�l | Falikman �s Jegorisev): Dupl�n sztohasz-tikus m�trix permanense legal�bb n!nn .Lefog� pontok. K
nig t�tele.140. Egy oszt�lyban vegyes p�rosokat szeretn�nek �ssze�ll�tani az iskola tollaslabda{bajnoks�g�ra. 	t l�ny �s �t �� tud j�tszani, de nem minden sz�ba j�het
 p�rakar egy�tt szerepelni:Andrisnak mindegy; j�tszana Fl�r�val, Gabival, Helg�val, Ildivel vagy ak�r Jut-k�val is. Bal�zs, Csaba, Dani �s Ede viszont sak Jutk�val hajland� egy p�rbaker�lni.H�ny p�rt tud az oszt�ly ki�ll�tani?(	tlet: lehet{e olyan p�r, amelyikben sem Andris, sem Jutka nins benne?)141. Az asztalitenisz bajnoks�g �� p�rosainak �ssze�ll�t�sa se megy s�m�n: a t�zping{pongozni tud� ��b�l Andris �s Bal�zs sak Marival akar egy p�rbanlenni, Csaba �s Dani Norbival, Ede �s Karsi pedig Oszihoz ragaszkodnak. Lailenne Marival, Norbival vagy ak�r Oszival is. Az ut�bbi h�rom b�rki oldal�nki�llna, akik 
ket v�lasztott�k.	ssze�ll�that�{e �t vagy legal�bb n�gy p�r?(�tlet: kik azok, akik n�lk�l nins p�ros?)DEF. A G tetsz
leges (teh�t nem felt�tlen�l p�ros) gr�f pontjainak L r�szhalmazalefog� pontrendszer, ha minden �lnek legal�bb egy v�gpontja L{ben van.142. Legyen F a G gr�f f�ggetlen �lrendszere, L pedig lefog� pontrendszer. Mutasdmeg, hogy F{ben nem lehet t�bb �l, mint ah�ny pontja L{nek van.K�vetkezm�ny: tetsz
leges gr�fban legfeljebb annyi f�ggetlen �l lehet, mint alegkisebb lefog� pontrendszer pontsz�ma.K
nig t�tele: P�ros gr�fbanf�ggetlen �lek max. sz�ma = lefog� pontok minim�lis sz�ma143. Mutasd meg, hogy a 113. feladat () felt�tele mellett F maxim�lis �lsz�m�f�ggetlen �lrendszer! !144. (folytat�s) Igazold ebb
l K�nig t�tel�t!Gyakorl� feladatok145. Adj meg a 117. feladat p�ros gr�fj�ban egy, az �leket lefog� minim�lis pont-rendszert!



44 Elekes Gy:146. Mutass p�ld�t arra, hogy K
nig t�tele nem{p�ros gr�fokra nem igaz!147. Vedd el
 �jra a vegyes p�rosokr�l sz�l� feladatot! Ott Bal�zs, Csaba, Dani �sEde sak Jutk�val volt hajland� egy p�rba ker�lni. Mutasd meg, hogy ha egyp�ros gr�fban ilyen eset �ll el
 (teh�t az egyik r�sz n�gy pontja a m�sik r�szneksak ugyanazzal az egy pontj�val van �sszek�tve), akkor | ha a n�gy pont egyn pont� r�szben van | legfeljebb n� 3 f�ggetlen �le lehet a gr�fnak.148. (folytat�s) Mit mondhatsz, ha egy n pont� r�sz valamely k pontja a m�sikr�sznek �sszesen sak k � d pontj�val van �sszek�tve? !149. Legyen G n{pont� p�ros gr�f. Adj n� d (d = 0; 1; 2; . . .) f�ggetlen �l l�tez�s�resz�ks�ges �s el�gs�ges(a) Hall{t�pus� felt�telt;(b) lefog� pontokra vonatkoz� felt�telt!. . . �s n�h�ny nehezebb.DEF. Tetsz
leges gr�fban lefed
 �lrendszernek nevezz�k �lek egy halmaz�t, haminden s�sra illeszkedik k�z�l�k legal�bb egy.DEF. Egy tetsz
leges gr�f n�h�ny pontja f�ggetlen pontrendszer, ha nem vezetk�zt�k �l (azaz ha �res r�szgr�fot hat�roznak meg).150. n pont� gr�fban a f�ggetlen pontok max. sz�ma + a lefog� pontok min. sz�ma= n. Tov�abb�a, ha nins izol�alt pont, akkor a f�ggetlen �lek max. sz�ma + lefed
�lek min. sz�ma = n.151. Izol�lt pont n�lk�li p�ros gr�fbanf�ggetlen pontok max. sz�ma = lefed
 �lek min. sz�ma152. (folytat�s) Mutass p�ld�t arra, hogy nem{p�ros gr�fra az el
z
 �ll�t�s �ltal�bannem �rv�nyes!2.8. �ltal�nos gr�fok p�ros�t�sai. Tutte t�tele153. Egy oszt�ly mind a 20 �� tanul�ja szeret pingpongozni. Egy�niben mindny�janindulnak is az iskolai bajnoks�gon, de 10 p�rost is ki akarnak �ll�tani. Sajnos,Karsin �s Marin k�v�l | akik mindenkivel j�l kij�nnek | a marad�k 18gyerek n�gy soportra bomlik. Egyik ilyen t�rsas�g h�t tagb�l �ll, a m�sik�tb
l, a marad�k kett
ben h�rman{h�rman vannak. Senki sins j�ban a t�bbisoport tagjaival, olyannyira, hogy nem is akarnak vel�k egy p�rba ker�lni.Ki�ll�that�-e az�rt m�g a t�z p�r? �



Kombinatorika feladatok 45DEF. A G gr�f teljes�ti a Tutte{felt�tel{t, ha b�rmely k term�szetes sz�m �stetsz
legesen v�lasztott k s�s elhagy�sa ut�n a marad�k gr�fban legfeljebb k�sszef�gg
 komponens pontsz�ma lesz p�ratlan.Megjegyz�s: Spei�lisan k = 0{ra a felt�tel azt is biztos�tja, hogy G{nek p�rossz�m� pontja lesz.154. Bizony�tsd be, hogy a Tutte{felt�tel sz�ks�ges teljes p�ros�t�s l�tez�s�hez! �Megjegyz�s: A felt�tel el�gs�ges is:Tutte t�tele: Tetsz
leges G gr�fban akkor �s sak akkor l�tezik teljes p�ro-s�t�s, ha G teljes�ti a Tutte{felt�telt.Teljes gr�fok faktoriz�i�ja.155. Mutasd meg, hogya) 2n� 1 sapat egy teljes bajnoks�got le tud j�tszani 2n� 1 fordul�ban;b) 2n sapat is le tudja j�tszani a teljes bajnoks�got 2n� 1 fordul�ban;(Mindenki mindenkivel egyszer j�tszik.)2.9. Gr�fok kromatikus sz�maDEF. A G(V;E) gr�f j�l sz�nezhet
 k sz�nnel, ha s�sai k oszt�lyba oszthat�k (pl.V1[V2[. . .[Vk = V ) �gy, hogy egy oszt�lyon bel�l nem megy �l, azaz x; y 2 Vieset�n (x; y) =2 E.DEF. G kromatikus sz�ma a legkisebb k, ah�ny sz�nnel a gr�f j�l sz�nezhet
. Jel�-l�se �(G).156. Mik a k�t sz�nnel sz�nezhet
 gr�fok? !157. Ha minden pont foka legfeljebb d, akkor a gr�f d+ 1 sz�nnel sz�nezhet
. !158. Mutasd meg, hogy ha egy �sszef�gg
 gr�fnak van sz�tv�g� pontja, akkor kro-matikus sz�ma ugyanannyi, mint blokkjai (maxim�lis k�tszeresen �sszef�gg
r�szei) kromatikus sz�mainak maximuma. !159. Mutass olyan gr�fot,a) amiben nins h�romsz�g �s �(G) � 3;b) amiben nins K4 �s �(G) � 4;) amiben nins teljes k{sz�g �s �(G) � k. �� 160. (folytat�s) Minden k{ra mutass h�romsz�g n�lk�li, k sz�nnel nem sz�nezhet
gr�fot!161. Adott a s�kban v�ges sz�m� egyenes, melyek k�z�l semelyik h�rom sem megy�t egy ponton. A metsz�spontokat tekints�k egy gr�f s�sainak, a (v�ges)szakaszokat pedig �leknek. Mutasd meg, hogy a gr�f h�rom sz�nnel sz�nezhet
!!



46 Elekes Gy:162. (folytat�s) Igaz marad-e az �ll�t�s, ha kett
n�l t�bb egyenes is �tmehet egyponton? !163. Ha egy �sszef�gg
 gr�fban minden pont foka legfeljebb k �s van kisebb fok�pont is, akkor �(G) � k. !Brooks t�tele. Ha egy �sszef�gg
 gr�f nem teljes �s minden pont foka leg-feljebb k (� 3), akkor �(G) � k.164. Mutasd meg, hogy ha egy �sszef�gg
 gr�f nem teljes �s legal�bb h�rom pont�,akkor tal�lhat� benne olyan a; b;  ponth�rmas, melyek k�z�tt pontosan k�t �lfut. !� 165. (folytat�s) Bizony�tsd be Brooks t�tel�ta) h�romszorosan �sszef�gg
 gr�fokra;b) minden gr�fra.166. Igaz-e Brooks t�tele k = 2{re? !Perfekt gr�fok.A tov�bbiakban !(G) jel�li a G gr�f legnagyobb teljes r�sz�nek pontsz�m�t (amaxim�lis klikk{m�retet).DEF. Nevezz�k a G gr�fot norm�lisnak, ha �(G) = !(G).Megjegyz�s: A 159. feladat szerint vannak nem norm�lis gr�fok is.167. Az al�bbi gr�fok k�z�l melyek norm�lisak:a) f�k;b) Kn (teljes n{sz�gek) n = 3; 4; 5; . . . ;) �h�rom{h�z-h�rom{k�t", s�usai:H1; H2; H3 (�h�zak"),K1;K2;K3 (�ku-tak"), �s minden Hi minden Kj{vel �ssze van k�tve);d) Petersen gr�f (egy �t pont� k�rben egy sillag�tsz�g; a megfelel
 s�sok�sszek�tve);e) p�ratlan k�r�k;f) p�ratlan k�r�k komplementerei? !168. Mutasd meg, hogy a f�k komplementerei norm�lisak!169. Bizony�tsd be, hogy a k�vetkez
 gr�fok mind norm�lisak:a) p�ros gr�fok;b) r�szben rendezett halmaz ��sszehasonl�totts�gi gr�fja"(az a �s b elemeket akkor k�t�d �ssze, ha vagy a � b vagy b � a);) intervallum{gr�fok(intervallumoknak feleltess meg s�sokat; k�ss �ssze kett
t, ha a megfelel
intervallumok egym�sba metszenek).170. (folytat�s) Norm�lisak-e az el
z
 feladatban szerepl
 gr�fok komplementerei?!



Kombinatorika feladatok 47DEF. G0(V 0; E0) a G(V;E) fesz�tett r�szgr�fja, ha V 0 � V �s E0 a V 0 pontjaik�z�tt fut� �sszes eredeti �lb
l �ll.DEF. A G gr�f perfekt, ha minden fesz�tett r�szgr�fja norm�lis, azaz 8G0�(G0) =!(G0).171. Bizony�tsd be, hogy az al�bbi gr�fok mind perfektek:a) f�k;b) Kn (teljes n{sz�g) n = 3; 4; 5; . . . ;) p�ros gr�fok;d) r�szben rendezett halmaz ��sszehasonl�totts�gi gr�fja";e) intervallum{gr�fok.172. Mutasd meg, hogy egy gr�f nem lehet perfekt, ha tartalmaza) h�romn�l t�bb pont�, �tl� n�lk�li p�ratlan k�rt;b) ilyen k�r komplementer�t.173. Norm�alis gr�afhoz egy �uj pontot hozz�av�eve �es azt minden r�egivel �osszek�otveism�et norm�alis gr�af ad�odik.Igaz-e ugyanez �norm�alis" helyett �perfekt"{tel?� 174. Perfekt gr�af egy x s�us�at perfekt gr�a�al helyettes��tve (�es minden �uj s�usot�osszek�otve x minden r�egi szomsz�edj�aval) ism�et perekt gr�afot kapunk.Perfekt gr�f sejt�s. Egy gr�f akkor �s sak akkor perfekt, ha az el
z
feladatban szerepl
 a) �s b) t�pus� r�szek egyik�t sem tartalmazza.175. Mutasd meg, hogy a a 171. feladatban szerepl
 gr�fok komplementerei is per-fektek!Lov�sz t�tele. (R�gebben �gyenge perfekt gr�f sejt�s" volt.) Perfekt gr�fkomplementere is perfekt.Megjegyz�s: A sejt�sb
l Lov�sz t�tele is k�vetkezne; az el
bbi azonban megol-datlan.2.10. S�kgr�fok176. Melyik gr�fot tudod lerajzolni �gy, hogy �lei ne mess�k egym�st:a) egy koka �leinek h�l�zata;b) Kn (teljes n{sz�g) n = 3; 4; 5; . . . ;) �h�rom{h�z-h�rom{k�t", s�usai:H1; H2; H3 (�h�zak"),K1;K2;K3 (�ku-tak"), �s minden Hi minden Kj{vel �ssze van k�tve);d) Petersen gr�f (egy �t pont� k�rben egy sillag�tsz�g; a megfelel
 s�sok�sszek�tve). !177. (folytat�s) Mi a helyzet, ha az el
z
 n�gy gr�f �leit (k�z�s bels
 pont n�lk�li,tetsz
leges hossz�s�g�) utakkal helyettes�tj�k? !



48 Elekes Gy:DEF. G s�kbarajzolhat�, ha s�sainakmegfeleltethet
 a s�k egy{egy pontja, �leinekpedig a megfelel
 pontp�rt �sszek�t
 folytonos g�rb�k, amelyek nem metszikegym�st.Kuratowski t�tele. Egy gr�f akkor �s sak akkor nem s�kbarajzolhat�, hatartalmaz olyan r�szt, ami K5{b
l vagy a �h�rom{h�z-h�rom{k�t"{b�l kelet-kezik az el
z
 feladat �l{�t helyettes�t�s�vel.DEF. A G(V;E) gr�fb�l az e 2 E �l �sszeh�z�s�val keletkezik az a G0(V 0; E0)gr�f, melyben e k�t v�gpontj�t egyetlen ponttal helyettes�tj�k, �sszek�tve eztmindazon r�gi pontokkal, melyekkel a k�t v�gpont valamelyike �ssze volt k�tveG{ben.178. Hogy f�gg �ssze G �s G0 s�kbarajzolhat�s�ga? �Wagner t�tele. Egy gr�f akkor �s sak akkor nem s�kbarajzolhat�, ha tar-talmaz olyan r�szt, amib
l bizonyos �lek egym�s ut�ni �sszeh�z�s�valK5 vagya �h�rom{h�z-h�rom{k�t" keletkezik.Megjegyz�s: Kuratowski �s Wagner t�telei nem ugyanazt mondj�k! Erre mutatp�ld�t a k�vetkez
 feladat:179. Bizony�tsd be, hogy a Petersen{gr�f (l�sd 176.d. feladat) �sszeh�zhat� �t pont�teljes gr���, de nem tartalmaz abb�l �l{�t helyettes�t�ssel keletkez
 r�szt.DEF. S�kbarajzolt gr�f vagy gr�f s�kbarajzol�sa: pontok �s 
ket �sszek�t
, egy-m�st nem metsz
 folytonos g�rb�k.(Egy gr�fnak sok s�kbarajzol�sa van; sok s�kbarajzolt gr�f tartozik hozz�.)Megjegyz�s: Igaz az is, hogy s�kbarajzolhat� gr�fnak van olyan s�kbarajzol�sa,ahol minden �l egyenes szakasz.Jel�lje egy s�kbarajzolt gr�f s�sainak, �leinek �s lapjainak sz�m�t rendre , e�s l. Euler t�tele. S�kbarajzolt gr�fra+ l = e+ 2:K�vetkezm�ny: Adott gr�f minden s�kbarajzol�s�ban ugyanannyi a lapoksz�ma.180. H�ny �le van egy n pont� s�kgr�fnak, ha minden lapja (a k�ls
, v�gtelen darabotis bele�rtve) h�romsz�g? !181. Bizony�tsd be, hogy n � 3 pont� s�kbarajzolhat� gr�fnak legfeljebb 3n� 6 �lelehet! !182. S�kgr�fnak mindig van legfeljebb �t�dfok� pontja. !183. Mutasd meg, hogy minden s�kgr�f j�l sz�nezhet
 hat sz�nnel! �



Kombinatorika feladatok 49� 184. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy �t sz�n is el�g!N�gy{sz�n t�tel. B�rmely s�kgr�f j�l sz�nezhet
 n�gy sz�nnel.Megjegyz�s: Az eredeti n�gy{sz�n sejt�s t�rk�pek orsz�gainak (s�kgr�fok lapja-inak) sz�nezhet
s�g�re vonatkozott.DEF. A G(V;E) s�kbarajzolt gr�f du�lisa a G�(V �; E�) , ha G� pontjai G lapjainakfelelnek meg �s k�t pontot annyi E�{hoz tartoz� �l k�t �ssze, ah�ny k�z�s �lea nekik megfelel
 eredeti k�t lapnak volt volt.185. Mi a du�lisa a k�vetkez
 gr�foknak (a s�kbarajzol�s l�nyeg�ben egy�rtelm�):a) egyetlen k�r;b) K4;) a koka �lh�l�zata;d) az okta�der �lh�l�zata. !186. Mutasd meg, hogya) G� is s�kbarajzolhat�;b) e� = e �s l� = .(, e �s l rendre a gr�f s�sainak, �leinek �s lapjainak sz�m�t jel�li.)187. Lehets�ges-e, hogy egy s�kbarajzolhat� gr�f k�l�nb�z
 lerajzol�saib�l k�l�nb�z
du�lisok ad�dnak? !Megjegyz�s: A du�lis tulajdonk�ppen azt k�dolja, milyen �lek ker�lnek egy{egy lapra. >gy is mondhatn�nk, hogy a nem-izomorf du�lisok a l�nyegesenk�l�nb�z
 s�kbarajzol�sokat reprezent�lj�k.188. Igaz-e, hogy G�� = G? !� 189. H�romszorosan �sszef�gg
 s�kbarajzolhat� gr�f du�lisa f�ggetlen a lerajzol�st�l.190. A s�kot v�ges sz�m� egyenes soksz�g{tartom�nyokra bontja. Mutasd meg, hogyezek a lapok k�t sz�nnel sz�nezhet
k �gy, hogy szomsz�dosak ne legyenek egy-sz�n�ek!191. (folytat�s) Mely s�kgr�fokra l�tezik a fentihez hasonl� sz�nez�s? !192. H�ny sz�nnel sz�nezhet
ek K4 lapjai? !N�gy{sz�n t�tel lapokra. Minden s�kgr�f lapjai n�gy sz�nnel sz�nezhet
ek�gy, hogy szomsz�dos lapok ne legyenek egysz�n�ek.193. Mutasd meg, hogy a t�tel k�t alakja ekvivalens! !� 194. Bizony�tsd be, hogy minden s��kgr�af pontjai h�arom sz��nnel sz��nezhet}oek �ugy,hogy az egyes sz��noszt�alyok �altal fesz��tett r�eszgr�afok k�oz�os pont n�elk�uli utakb�ol�alljanak!� 195. Mutasd meg, hogy b�armely s��kgr�af pontjai �ot sz��nnel j�ol sz��nezhet}oek �ugy, hogyr�ad�asul minden k�or�on legal�abb h�arom sz��n forduljon el}o.



50 Elekes Gy:
2.11. Hib�s okoskod�sok196. ��ll�t�s":Ha egy 2n pont� G gr�fban minden pont foka r (az ilyen gr�fokatr{regul�risnak nevezik), akkor G felbomlik r darab (k�z�s �l n�lk�li) teljesp�ros�t�s egyes�t�s�re.�Megold�s":r szerinti teljes induki�val.a) r = 1{re az �ll�t�s trivi�lis.b) Tegy�k fel, hogy r{re az �ll�t�s igaz. Egy r{regul�ris G gr�fhoz hozz�v�veegy 1{regul�ris F{et, r + 1{regul�ris G0{t kapunk. Mivel G az induki�sfelt�tel szerint r darab teljes p�ros�t�s egyes�t�se, F pedig maga egy teljesp�ros�t�s, �gy az r+1{regul�risG0 val�ban r+1 teljes p�ros�t�s egyes�t�se.HOL A HIBA? (VAN!!) �197. ��ll�t�s":n pont� f�nak n� 1 �le van.�Megold�s":Induki� n szerint:a) n = 1{re (vagy n = 2{re) az �ll�t�s trivi�lis.b) Tegy�k fel, hogy n pont� f�kra az �ll�t�s igaz. Vegy�nk hozz� egy n pont�f�hoz egy �j �let, melynek egyik v�gpontja az eredeti f�ban van, a m�sik�j, egy n+ 1{edik pont. <gy nyilv�n �sszef�gg
, k�rmentes gr�fhoz, teh�tf�hoz jutunk. Az induki�s felt�tel szerint az n pont� f�nak n� 1 �le volt,ehhez vett�nk hozz� m�g egyet; n + 1 pont�, n = (n + 1) � 1 �l� f�hozjutottunk.HOL A HIBA? (VAN!!) �198. ��ll�t�s":Ha egy n pont� gr�f �leinek sz�ma e � (n�1)(n�2)2 + 1, akkor �ssze-f�gg
.�Megold�s": (n�1)(n�2)2 = �n�12 � egy n � 1 pont� teljes gr�f �leinek sz�ma. Haehhez m�g egy �let hozz�vesz�nk, mely egy eredeti pontb�l az n{edikbe fut,�sszef�gg
 gr�fot kapunk.HOL A HIBA? (VAN!!) �199. ��ll�t�s":Egy (legal�bb k�t tag�) ping{pong k�rm�rk
z�s versenyz
i| ha ninsolyan soportjuk, akik mindny�jan legy
zt�k a m�sik soport minden tagj�t |k�rbe�ll�that�k �gy, hogy mindenki legy
zte a t
le jobbra �ll�t!�Megold�s":teljes induki� n, a versenyz
k sz�ma (vagyis a gr�f pontsz�ma)szerint:I. n = 2{re mindenk�ppen van �rossz" sz�tv�g�s, teh�t az �ll�t�s mindenmegfelel
 k�tpont� gr�fra igaz. (Vagy n = 3{ra a felt�tel szerint a verseny-z
k k�rbe vert�k egym�st; van megfelel
 k�r)II. tegy�k fel, hogy az n{n�l kisebb sz�mokra m�r tudjuk, �s tekints�nk egyn{r�sztvev
s versenyt! Vegy�k ki az egyik versenyz
t, pl. a{t. A t�bbiekaz induki�s felt�tel szerint megfelel
en k�rbe�ll�that�k.



Kombinatorika feladatok 51Ha mindenki kikapott volna a{t�l (ill. ha mindenki legy
zte volna a{t),lenne �rossz" sz�tv�g�s. Legyen b olyan, akit
l kikapott; innen jobbra sz�-molva tegy�k a{t az els
 olyan el�, akit legy
z�tt.HOL A HIBA? (VAN!!) �



52 Elekes Gy:
3. fejezetAlgoritmusok I.3.1. Algoritmusok l�p�ssz�ma.Mikor �j�" egy algoritmus?�Ha m�k�dik" v�laszolhatod els
 k�zel�t�sben, esetleg hozz�t�ve: �azaz nemker�l v�gtelen iklusba, hanem befejez
dik �gy, hogy a j� eredm�nyt adja."Val�ban, en�lk�l egy algoritmus sak hib�s lehet; k�rd�s, ennyi el�g-e m�r ah-hoz, hogy j�nak min
s�ts�k?Tegy�k fel, valaki azt szeretn� megtudni, �tgyalogolhat-e a Szahar�n �gy, hogynaponta { egyik o�zist�l a m�sikig | nem t�bb, mint harmin kilom�tert kell-jen megtennie. M�r �ssze is �ll�tott egy teljesnek mondhat� list�t, melybenk�r�lbel�l k�tsz�z o�zis szerepel, pontos fekv�s�kkel egy�tt. Az egyszer�s�gkedv��rt sz�m�t�g�pre vitte az adatokat; ezek alapj�n szeretne most v�lasztkapni k�rd�s�re.| Az egym�st�l harmin kilom�teren bel�l fekv
 helyek gr�fj�t kell vizs-g�lnom | mormogja | az a k�rd�s, van-e benne �t a k�t adott pont k�z�tt?(A tervezett kiindul�si- ill. �lpontra gondol.) | Ezzel nagy l�p�st tett el
re:�tfogalmazta a feladatot a matematika, jelen esetben a gr�felm�let nyelv�re.L�ssuk, j�l folytatja-e:| Egyszer� az eg�sz: sorra veszem a pontok minden egyes r�szhalmaz�t,mindegyiknek az elemeit minden lehets�ges sorrendben; kieg�sz�tem ezeket akezd
- �s a v�gponttal, v�g�l ellen
rz�m, hogy az egym�s ut�niak k�z�tt van-e�le a gr�fnak (harmin kilom�tern�l kisebb-e a t�vols�guk). Ha tal�lok ilyenr�szhamazt �s hozz� ilyen sorrendet, megvan az �titerv; ha nem, akkor nem islehets�ges.Ez az algoritmus nyilv�n megfelel az ��lljon le �s adjon helyes eredm�nyt" kri-t�riumnak. Nevezhetj�k teh�t j�nak a m�dszert? Azt most ne k�rdezz�k, tud-eaz illet
 hib�tlan programot �rni bel
le; tegy�k fel, hogy k�zben m�r meg�rta,�t{t�z pontb�l �ll� gr�fokon p�r per alatt lefutott (persze a nagyobbakon las-sabban). Elind�totta az igazi adatokon; sajnos m�r �r�k �ta fut �s m�g mindignem �llt le.



Kombinatorika feladatok 53Mi lehet a probl�ma?Gondolkozzunk el azon, hogy a k�tsz�z pontnak h�ny r�szhalmaz�t kell v�gig-vizsg�lni (minden lehets�ges sorrendben). Ezek sz�ma nyilv�an 2200. Ez egy 60jegy� (!) sz�m. A mai leggyorsabb sz�m�t�g�pek n�h�ny sz�zmilli� utas�t�sthajtanak v�gre m�sodperenk�nt. Mennyi id
 alatt v�gezn�nek ennyi m�vele-tet? T�bb, mint 1050 m�sodper alatt. Egy �v kevesebb, mint 108 m�sodper; a�zikusok a vil�gegyetem keletkez�s�nek id
pontj�t h�szmilli�rd �vvel ezel
ttreteszik. Ha a mai legyorsabb g�pet akkor ind�tott�k volna el, az�ta �sszesen issokkal kevesebb, mint 1030 utas�t�st hajthatott volna sak v�gre. (Bizony�ra�szreveszed, hogy ez nem a fele az eml�tett 1060{nak; nem k�t, hanem 1030sz�m�t�g�p v�gezhetett volna 1060 m�veletet. Ehhez a F�ld minden egyes k�b-millim�ter�ben egy{egy g�pnek kellene dolgoznia.)Vonjuk le ebb
l azt a k�vetkeztet�st, hogy a Szahara{feladat nem oldhat� megsz�m�t�g�ppel?Ink�bb azt a tanuls�got sz�rj�k le, hogy nem mindegy, mennyi id
 alatt ad j�eredm�nyt egy elj�r�s. Pl. a fenti exponeni�lis sz�m� (2n) r�szhalmazt vizsg�l,ha a pontsz�m n; ez k�zepes m�ret� adathalmaz eset�n is elk�peszt
en nagylehet. Jobbak azok a m�dszerek, amelyek l�p�ssz�ma az adatok m�ret�nek po-linomja. A tov�bbiakban ilyen algoritmusokat pr�b�lunk tal�lni | �s perszeezen bel�l is a lehet
 leggyorsabbat.Hogyan t�roljunk adatokat sz�m�t�g�pben?K�t alapvet
 t�rol�si strukt�ra{t�pust fogunk haszn�lni: t�mb�ket �s lis-t�kat. Mindkett
 le�rhat� magasszint� programnyelveken (Magyarorsz�gon aPASCAL �s a C nyelv a legismertebbek). �rdemes a gyakorlatban is megis-merkedned vel�k bevezet
 programoz�si tank�nyvek seg�ts�g�vel. A tov�bbiakazonban en�lk�l, �nmagukban is �rthet
ek lesznek.A t�mb�k is, a list�k is bizonyos egys�gekb
l �llnak; az alapvet
 k�l�nbs�gk�zt�k a t�rol�s �s hozz�f�r�s m�dj�ban van.DEF. A t�mb�k azonos m�ret� egys�gekb
l �llnak �s egyetlen �sszef�gg
 blokk-ban helyezkednek el, sorsz�mmal ell�tva. Az A t�mb i{edik elem�re A[i℄{k�nthivatkozhatunk.El
nye: az egys�gek k�zvetlen�l (hely�k alapj�n) el�rhet
ek an�lk�l, hogy az
ket megel
z
 egys�geket megvizsg�ln�nk.H�tr�nya: ha egy t�mb els
 sz�z eleme pl. nagys�g szerint rendezve van �s egy�jabbat akarunk k�z�j�k tenni (a tov�bbiakban ezt besz�r�snak nevezz�k)mondjuk k�z�pre, akkor ehhez az �tvenn�l nagyobb index�eket eggyel od�bbkell mozgatni. (Persze ezt fel�lr
l �rdemes kezdeni.)Megjegyz�s: T�bbsz�r�s indexel�s� t�mb�k is megengedettek, pl. egy kett
sindexszel ell�tottA t�mb (i; j) index� elemeA[i; j℄. EkkorA{t k�tdimenzi�s



54 Elekes Gy:t�mbnek nevezz�k.DEF. A list�k tetsz
leges, nem felt�tlen�l azonos m�ret� egys�gekb
l �llhatnak �selhelyezked�s�kben sins semmi rendszer. El�rni sak az�ltal lehet 
ket, hogyminden egys�g a l�nyeges inform�i�n k�v�l m�g �.n. mutat�t is tartalmaz,ami a lista k�vetkez
 elem�nek hely�r
l szolg�ltat inform�i�t. Sz�ks�g vanpersze egy k�l�n mutat�ra a lista els
 elem�nek megtal�l�s�hoz is.El
nye: ha �j egys�get akarunk besz�rni, ehhez semmit sem kell m�shova moz-gatnunk; el�g, ha ennek mutat�j�t a list�ban majdan ut�na k�vetkez
 egys�gre�ll�tjuk, a megel
z
�t pedig az �ppen besz�rtra.H�tr�nya: egyed�l az els
 egys�g �rhet
 el k�zvetlen�l; a t�bbi sak �gy, haebb
l indulva v�gigkeress�k a list�t.1. Egy t�mbben ezer val�s sz�mot t�rolsz 1{t
l 1000{ig indexelve, nagys�g szerintrendezve. Arra vagy k�v�nsi, szerepel-e k�zt�k az 123456,78. A t�mb h�nyelem�t kell megvizsg�lnod ennek eld�nt�s�hez?(Olyan m�dszert keress, ami biztosan kev�s elemet n�z meg.) !2. (folytat�s) Mi a helyzet sz�zezer elem� t�mb eset�n? !3.2. A legkisebb elem kiv�laszt�sa. Rendez�s.3. H�ny �sszehasonl�t�s sz�ks�ges ahhoz, hogy n darab k�l�nb�z
 adott sz�mk�z�l kiv�laszd a legnagyobbat? !4. Mutasd meg, hogy n elem rendez�es�ehez | ha sak �sszehasonl�t�sokat v�egz�unk| legal�abb n logn m}uvelet kell.5. Milyen nagys�agrend}u a �Bubor�k{rendez�s" l�ep�essz�ama a legrosszabb esetben?6. H�any l�ep�esben lehet k�t rendezett t�mb�ot �sszef�s�lni? !7. (folytat�s) �Es �sszef�s�l�ssel rendezni? !Megjegyz�s: Ennek az algoritmusnak | a j�o l�ep�essz�am mellett | az is el}onye,hogy k�onnyen meg��rhat�o rekurz��v h��v�asokkal.3.3. Bin�ris f�k. A kupa.DEF. bin�ris fa: minden pontban legfeljebb k�etfel�e �agazik. Magass�ga: a gy�ok�erb}ola legt�avolabbi lev�elbe vezet}o �ut hossza.DEF. kiegyens�lyozott bin�ris fa: a levelek mind k�et szomsz�edos szinten helyez-kednek el.8. T�z szintb
l �ll� bin�ris f�nak h�ny pontja lehet? Mennyi ebb
l a levelek sz�ma�s mennyi az el�gaz�si pontok�!



Kombinatorika feladatok 559. Milyen �sszef�gg�s van (nem felt�tlen�l kiegyens�lyozott) bin�ris fa el�gaz�siponjainak ill. leveleinek sz�ma k�z�tt?10. Egymilli� elem� kiegyns�lyozott bin�ris fa milyen magas?Olyan strukt�r�t de�ni�lunk, ami jelent
sen meggyors�tja (sz�m�t�g�pekben)az adatok t�rol�s�t, ha az a �l, hogy a t�rolt sz�mok k�z�l b�rmikor gyorsankikereshess�k a legkisebbet, tov�bb� (ugyansak gyorsan) t�r�lhess�nk, s�k-kenthess�nk �s �jabbakat sz�rhassunk be. (Ha a legnagyobb sz�m folyamatosnyilv�ntart�sa a �l, akkor az egyenl
tlens�gek �rtelemszer�en megfordulnak.)DEF. Kupa: (ez az angol nyelv� irodalomban szok�sos �heap" kifejez�s ford�t�sa;magyarul haszn�lj�k a �piramis" elnevez�st is.) Olyan s�lyozott s�s�, majd-nem teljes bin�ris fa, melyben, ha az x s�s lesz�rmazottai y1 �s y2, akkorw(x) � w(y1); w(y2). (Ekkor a minim�lis w nyilv�n mindig a gy�k�rben lesz.)Megjegyz�s: Egy kupa t�rol�sa k�l�n�sen egyszer�: tarthatjuk egy t�mbben,ahol az i{edik elem gyerekei a 2i{edik �s a 2i+ 1{edik; sz�l
je az bi=2{edik.11. Mutasd meg, hogy n s�s� kupaban a t�rl�s, s�kkent�s �s �j elem hozz�v�tele � log2n l�p�sben megval�s�that�! �� 12. n sz�mb�l  � n l�p�sben (!) lehet kupaot �p�teni. �13. Rendezz n elemet, kupaokat haszn�alva, n logn id}oben!



56 Elekes Gy:
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II. R�SZ

ami tal�n m�r �jdons�g.



58 Elekes Gy:
4. fejezetLesz�ml�l�s II.4.1. >jabb p�ld�k rekurzi�kraA Stirling{sz�mokDEF. Jel�lje S(r; k) azt, h�nyf�lek�ppen v�ghatunk egy r elem� halmazt k darabnem{�res r�szre! P�ld�ul az fa; b; g halmaz k�t r�szre v�g�sai:fa; bg fgfa; g fbgfag fb; g;teh�t S(3; 2) = 3.1. a) S(r; 2) = ?b) S(r; r � 1) = ? �2. Keress rekurzi�t S(r; k){ra �s k�sz�ts t�bl�zatot az r � 6 �rt�kekre! �3. H�ny k�l�nb�z
 m�don oszthatunk sz�t r k�l�nb�z
 t�rgyat k k�l�nb�z
 sz�n�h�tizs�kba �gy, hogy egy zs�k se maradjon �res? Fejezz�k ki a v�laszta) a szita{formul�val;b) S(r; k) seg�ts�g�vel! �4. Bizony�tsd be, hogy S(r; k) = 1k! kXi=0(�1)i�ki�(k � i)r: !5. Mutasd meg, hogy S(r + 1; k + 1) = rXp=k�rp�S(p; k).6. Bizony�tsd be, hogy az an = nr sorozatra (itt r r�gz�tett term�szetes sz�m)�ka0 = k! S(r; k). !7. (folytat�s) Igazold, hogy nr = rXk=1S(r; k) � n � (n� 1) � . . . � (n� k + 1).
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4.2. T�kr�m, t�kr�m . . .8. Billy, a owboy egy egyenes foly�part k�zel�ben lakik. Reggel fel�l a lov�ra,hogy a v�zn�l megitassa; ut�na Maryhez sz�nd�kozik lovagolni, aki kiss� t�vo-labb, de a foly�n innen lakik. Hogyan kereshetj�k meg a legr�videbb �Billy{foly�part{Mary" utat? !9. Az orig�b�l mindig jobbra ill. felfel� szomsz�dos r�spontokra egys�gnyit l�pveh�nyf�lek�pp juthatunk el (7,11){be, ha sose l�phet�nk olyan helyre, ahol y =x� 3 ? �10. Az �pereni�s tenger k�zep�n tal�ljuk a Catalan{szigeteket. Meseorsz�g fel
lhaj�zva m�r messzir
l felt�nnek a szinte megm�szhatatlan, pontosan 45 fo-kos korall{szirtek k�rvonalai. �rdekess�ge a soportnak, hogy az �rkez
 haj�r�lminden szigethegy gerin�nek vonala hat darab 1 km{es szakaszb�l �ll (pl.fel{le{fel{fel{le{le sorrendben; ezt a szigetet teh�t k�t, �ppen a tengerszinten�rintkez
 hegy alkotja), �s az �sszes, ilyen t�pus� szigetb
l pontosan egyet l�taz utaz�.a) H�ny szigetb
l �ll a soport?b) �s ha a gerin{vonalak 8 km{esek? !11. 15 �� �s 12 l�ny h�nyf�le sorrendben mehet be a t�nterembe, ha sosem lehett�bb l�ny odabent, mint ��? !12. Egy mozi p�nzt�r�n�l 2n gyerek �ll sorba 10 Ft{os jegyek�rt. K�z�l�k n{nektizese, a m�sik n{nek egy{egy huszasa van. A kassz�ban nins v�lt�p�nz. H�nyolyan sorrendje van a gyerekeknek, amikor a sor nem akad el, a p�nzt�rosmindig tud visszaadni? !13. (folytat�s) Jel�lj�k az el
z
 feladat eredm�ny�t Cn{nel! Mutasd meg, hogyCn = C0Cn�1 + C1Cn�2 + . . . + CiCn�i�1 + . . . + Cn�2C1 + Cn�1C0 �DEF. A fenti Cn{eket Catalan{sz�mok-nak nevezz�k. C0 = 1; C1 = 1; C2 = 2;C3 = 5; C4 = 14; C5 = 42; . . ..14. Bizony�tsd be, hogy Cn = 1n+ 1�2nn �.15. Egy n entim�teres p�l�t h�nyf�lek�ppen t�rhet�nk 1 m{es darabokra, haa) egy l�p�sben mindig egy 1 m{n�l hosszabb darabot t�r�nk k�t r�szre?b) egy l�p�sben mindig az �sszes, 1 m{n�l hosszabb darabot k�t r�szre t�r-j�k?16. A r�spontos feladat milyen esetben vezet Catalan{sz�mokra?17. Egy 2n oldal� szab�lyos soksz�g s�sait h�nyf�lek�pp lehet p�ronk�nt k�z�spont (�s v�gpont) n�lk�li szakaszokkal (oldalakkal vagy �tl�kkal) �sszek�tni?



60 Elekes Gy:18. Egy 10 t�nyez
s szorzat h�nyf�lek�pp z�r�jelezhet
, hogy minden z�r�jelbenegy �jabb szorz�s legyen kijel�lve?19. H�nyf�lek�pp lehet egy n oldal� konvex soksz�get nem metsz
 �tl�kkal h�rom-sz�gekre bontani?20. H�ny olyan f : n 7! nmonoton f�ggv�ny van, ami minden 1 � i � n{re teljes�tiaz f(i) � i felt�telt?21. Exped�i� indul az Antarktiszra; egy �v alatt sz�nd�koznak k�r�lj�rni. A sz�k-s�ges �lelmiszert a tervezett �tvonal ment�n | n�h�ny heti adagokra osztva| m�r el
re elhelyezte egy sz�ll�t� rep�l
g�p. (Az utols� menetben, amikor azembereket, s�l�eket, sz�nokat �s kuty�kat viszi, m�s m�r nem f�r a g�pbe.) In-dul�skor jut esz�kbe: nem ellen
rizt�k, kitart-e minden �tszakaszon az �lelema k�vetkez
 tartal�k{rakt�rig.a) Nyugtasd meg 
ket! Igazold, hogy van olyan hely, ahonnan indulva mindiglesz n�luk el�g �lelem (felt�ve, hogy k�r�tjukat t�nyleg befejezik egy �valatt.)b) Mutasd meg azt is, hogy ha az el
re elhelyezett mennyis�g egy heti adaggalt�bb a sz�ks�gesn�l, akkor olyan hely is van (�s pontosan egy!), ahonnanindulva mindig lesz n�luk legal�bb egy eg�sz heti tartal�k.� 22. Tegy�k fel, hogy egy supa +1 �s �1 tagokb�l �ll� sorozat �sszege �ppen 1.Mutasd meg, hogy pontosan egy olyan iklikus permut�i�ja van, melybenminden kezd
szelet (azaz minden i � n{re els
 i tag �sszege) pozit�v.23. (folytat�s) Igazoljuk, hogy azon 2n+ 1 elem�, �1 tagokb�l �ll� sorozatok sz�-ma, melyben a teljes �sszeg 1 �s minden kezd
szelet �sszege pozit�v (itt ninspermut�i�), 12n+ 1�2n+ 1n �.(Mi k�ze ezeknek a Catalan{sz�mokhoz?)24. H�ny olyan sorozat k�pezhet
 n darab +1 �s n darab �1 felhaszn�l�s�val,melyben minden r�szlet�sszeg � 0?� 25. n hangya m�szik egy sz�k j�ratban, melyb
l k�zepen egy �zs�kuta" �gazik ki.A j�rat �s a mell�k�g olyan keskenyek, hogy k�t hangya m�r nem f�r el egym�smellett, nem el
zheti egyik a m�sikat. (Persze, aki bemegy a zs�kut�ba, aztak�rh�nyan meg tudj�k el
zni.) A f
�gban folyamatos a halad�s, semelyik semfordul vissza. H�nyf�le k�l�nb�z
 sorrendben j�hetnek ki?� 26. H�ny n level� s�r� bin�ris fa van? (Egy r pontban gy�kerez
 bin�ris fa s�r�,ha minden pontban, ami nem lev�l, pontosan k�tfel� �gazik.)4.3. Tal�ljunk rekurzi�t . . .Pr�b�lj rekurz�v �sszef�gg�seket tal�lni a k�vetkez
 feladatokra! (Megoldanodmost nem kell 
ket. Ha tal�lt�l rekurzi�t, �s a megold�sa is �rdekel, n�zd mega �Line�ris rekurzi�k"{n�l vagy a �Gener�torf�ggv�nyek"{n�l!)



Kombinatorika feladatok 6127. A �Hanoi torony probl�ma": A legenda szerint Hanoi{ban egy kolostorbana l�m�k egy falapb�l felfel� ki�ll� h�rom rudaska egyik�re f�zve n = 100darab k�l�nb�z
 m�ret�, k�z�pen lyukas korongot kaptak Buddh�t�l. Legalulvolt a legnagyobb, felette a t�bbi egyre kisebb �s kisebb. Azt a feladatot adtanekik, hogy juttasss�k a korongokat valamelyik m�sik rudask�ra �gy, hogyk�zben egyszerre sak egyet tehetnek �t, �s semelyiket sem szabad n�la kisebbrehelyezni. Nem k�nny� a l�m�k dolga (a legenda szerint mire befejezik, elj�na vil�g v�ge). A Ti feladatotok egyszer�bb: an{nel jel�lve az n korong eset�nsz�ks�ges l�p�ssz�mot, keress rekurzi�t an{re! !28. Tegy�k fel, hogy egy sz�m�t�g�p{ program egy n elem� S strukt�r�t kezel
Rutin(n; S) elj�r�st (�szubrutint") haszn�l, ami n�mi el
k�sz�t�s ut�n (ha n �1) megh�vja saj�t mag�t h�rom kisebb strukt�r�ra, majd ha ennek v�ge, n�mibefejez
 m�veletek ut�n le�ll. Kb. �gy n�z ki, mintProedure Rutin(n; S);BeginIf n � 1 thenbeginel
k�sz�t�s;Rutin(n� 1; S1);Rutin(n� 1; S2);Rutin(n� 1; S3);befejez�s;end;end;Ha n m�ret� S strukt�r�n az el
k�sz�t�s �s a befejez�s egy�tt k � n l�p�s, h�nyl�p�s a Rutin teljes fut�sa? Keress rekurzi�t! !29. Egy turista Bergeng�i�ban minden nap egyet v�s�rol a k�vetkez
kb
l (am�ga p�nze tart):fagylalt 1 tall�rsoki 2 tall�rgy�m�lsl� 2 tall�rH�nyf�lek�ppen k�lthet el n tall�rt? !� 30. Jel�lje Sn az olyan f : f1; 2; . . . ; ng 7! f1; 2; . . . ; ng f�ggv�nyek sz�m�t, melyek�rt�kk�szlete kezd
szelet, azaz ha f valahol felvesz valamilyen y �rt�ket, akkorfelvesz minden 1 � z � y{t is. (Legyen S0 = 1.) Keress rekurzi�t Sn{re! �31. n egyenes legfeljebb h�ny r�szre v�gja a s�kot?32. n s�k legfeljebb h�ny r�szre v�gja a teret?33. Egy z�rt n oldal� t�r�ttvonal legfeljebb h�ny pontban metszheti �nmag�t?34. Egy konvex n -sz�g semelyik 3 �tl�ja sem megy �t egy ponton. H�ny �tl�met-sz�spont van?



62 Elekes Gy:
4.4. Line�ris rekurzi�kEls
rend� rekurzi�k.DEF. Az els
rend� line�ris rekurzi�k �ltal�nos form�ja (ahol teh�t an a kor�bbitagok k�z�l sak an�1{t
l f�gg, �s att�l is line�risan) a k�vetkez
:an = �(n) � an�1 + b(n):DEF. Ha � �s b konstansok, akkor a rekurzi� �lland� egy�tthat�s.35. Legyen a0 tetsz
leges. Mi a fenti rekurzi� megold�sa, haa) �(n) = n, b(n) = 0;b) �(n) = 2, b(n) = 0? !36. Ha �(n) = 1, a0 �s a b(n){ek pedig tetsz
legesek, mennyi lesz an? !37. (folytat�s) Ha a f
egy�tthat� �lland�: �(n) = � 6= 1, vezesd vissza a feladatotaz el
z
re az An := an�nf�ggv�ny seg�ts�g�vel!Megjegyz�s: Az �tlet onnan sz�rmazik, hogy ha bn = 0 lenne, an = a0�n volna.!38. A Hanoi torony probl�m�ra (l�sd 27. feladat) az a0 = 0, an = 2an�1+1 rekurzi�ad�dott. Oldd meg ezt a fenti m�dszerrel! !39. Oldd meg az a0 = 0, an = 2an�1 + n rekurzi�t! !40. A h�romszor �nmag�t h�v� elj�r�s l�p�ssz�m�ra (28.) feladat) a 0 = 0, n =3n1 + k � n rekurzi� ad�dott. Milyen nagys�grend� a l�p�ssz�m? !41. Ha egy nem �lland� egy�tthat�s feladatban bn = 0; mennyi lesz an? !� 42. (folytat�s) Hogy lehet visszavezetni (v.�. 37. feladat) a nem �lland� egy�tthat�sprobl�m�t olyanra, ahol � �lland�? !43. a0 = 0, an = n � an�1 + �n2�. Mekkora az n{edik tag? !44. Oldd meg az a1 = 0, an+1 = n+1n � an + (n2 � 1) rekurzi�t! �



Kombinatorika feladatok 63M�sodrend� rekurzi�k45. Az an sorozatot az an = 5an�1�6an�2 rekurzi�o de�ni�alja. Mi az �altal�anos tag,ha a kezd}otagok:a) a0 = 1, a1 = 2;b) a0 = 1, a1 = 3;) a0 = 2, a1 = 5;d) a0 = 8, a1 = 17?e) Hogyan lehet kital�alni a rekurzi�ob�ol, melyik m�ertani sorozatok a �f}oszerep-l}ok"?46. an = 11an�1 � 28an�2.a) Van-e j�o m�ertani sorozat?b) a0 = 3, a1 = 18 eset�en mi az �altal�anos tag?A k�ovetkez}okben �lland� egy�tthat�s, konstans tagot nem tartalmaz� (azaz�homog�n") line�ris m�sodrend� rekurzi�kkal fogunk foglalkozni, melyek �lta-l�nos alakja xn = a � xn�1 + b � xn�2:Megjegyz�s: P�ld�ul a Fibonai{sz�mok rekurzi�ja ilyen. A megold�si m�dszeris az ott l�tottra eml�keztet:47. Keress olyan nem azonosan 0 m�rtani sorozatokat, amelyek kiel�g�tik a fentirekurzi�t! !DEF. A q2 � aq � b = 0egyenletet a rekurzi� karakterisztikus egyenlet�nek nevezz�k.48. Mutasd meg, hogy ha a karakterisztikus egyenletnek k�t k�l�nb�z
 (val�s vagykomplex) gy�ke van, akkor b�rhogyan megadva x0{t �s x1{et, a rekurzi� meg-old�sa k�t (val�s vagy komplex h�nyados�) m�rtani sorozat �sszegek�nt �rhat�!!49. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy ha sak egyetlen q megold�s van, akkor n � qnis kiel�g�ti a rekurzi�t! Milyen alakban kereshet
 xn? !50. Oldd meg az x0 = 3, x1 = 8, xn = 4(xn�1 � xn�2) rekurzi�t! !51. Oldjuk meg az a0 = 1, a1 = 2k, an = 2k � an�1 � k2 � an�2 rekurzi�ot!52. n darab (egyforma) �etkez�esi szelv�eny�unk van, melyeket k �etteremben k�olt-het�unk el. B�armely helyen ehet�unk k�et utalv�any�ert b}os�eges eb�edet vagy { egyhely kiv�etel�evel | egyszer}ubbet egy utalv�any�ert. Ha az �ettermek sorrendje issz�am��t, h�anyf�elek�eppen haszn�alhatjuk fel az �osszes utalv�anyt?� 53. L�eteznek-e olyan �; �; ; Æ; a0; a1; a2; a3 eg�esz sz�amok, hogy az an = �an�1 +�an�2+an�3+Æan�4 rekurzi�o korl�atos, de nem periodikus sorozatot de�ni�al?� 54. Adjunk meg olyan �; �; a0; a1 val�os sz�amokat, hogy az an = �an�1 + �an�2rekurzi�o korl�atos, divergens, de nem periodikus sorozatot de�ni�aljon!



64 Elekes Gy:
4.5. Gener�tor{f�ggv�nyekSokat markolunk (�s sokat is fogunk).Legyen a0; a1; a2; . . . ; an; . . . tetsz
leges sorozat. Ennek v�gtelen sok elem�revonatkoz� �sszes inform�i� belef�r egyetlen f�ggv�nybe:f(x) = 1Xn=0 anxnDEF. A fenti f(x) az an sorozat gener�tor{f�ggv�nye.Megjegyz�s: Anal�zisb
l (l�sd Taylor{sorok) ismert, hogy f{b
l az an egy�tt-hat�k egy�rtelm�en meghat�rozhat�ak, ha a v�gtelen sor nemsak x = 0{rakonvergens. Ekkor a konvergenia{tartom�ny egy (esetleg v�gtelen) interval-lum, �s a sor tagonk�nt di�ereni�lhat� �s integr�lhat�.DEF. Az an sorozat exponeni�lis gener�tor{f�ggv�nye:g(x) = 1Xn=0 ann! xnMegjegyz�s: Az an egy�tthat�k g{b
l is egy�rtelm�en visszanyerhet
ek; az el
-z
 megjegyz�s minden egyes �ll�t�sa �rv�nyes g{re is.Az al�bbi feladatokat az x hely�be alkalmas f�ggv�nyt helyettes�tve, esetleg de-riv�l�ssal ill. integr�l�ssal oldhatod meg, felhaszn�lva, hogy a v�gtelen m�rtanisor �sszege ismert: jxj < 1 eset�n1 + x1 + x2 + . . . + xn + . . . = 11� x;illetve abb�l, hogy ex = 1 + 11!x+ 12!x2 + . . . + 1n!xn + . . .55. Hat�rozd meg az an = 2n sorozata) gener�tor{f�ggv�ny�t;b) exponeni�lis gener�tor{f�ggv�ny�t! !56. Legyen a0 = 1, a1 = 4, an = 4 � an�1 � 4 � an�2, ha n � 2.(a) �Irjuk fel az (an) sorozat g(x) gener�atorf�uggv�eny�et k�ozvetlen�ul a rekur-zi�ob�ol!(b) Fejts�uk sorba g(x)-et �es ��gy hat�arozzuk meg an{et!



Kombinatorika feladatok 6557. Minek a gener�tor{f�ggv�nyea) 11+x ;b) 11�3x ;) 11�x2 ;d) 11+x2 ? !58. Minek az exponeni�lis gener�tor{f�ggv�nye ex2? !59. Keresd meg 12x+ 3 hatv�nysor�t! !60. Milyen hatv�nysor �ll�tja el
 1(1� x)2 {t? !� 61. (folytat�s) H�t 1(1� x)r {t? !62. Minek a gener�torf�ggv�nyea) 11� 4x+ 4x2 ;b) 1x2 � 10x+ 25? !63. Az x(1 + x)(1 + 3x) = 12 1(1 + x) � 12 1(1 + 3x) azonoss�g felhaszn�l�s�val keresdmeg a bal oldal hatv�nysor�t! !64. (folytat�s) Keress hasonl� felbont�st (�s abb�l hatv�nysort) az 1(1 + x)(1 + 3x)f�ggv�nyhez is! �65. Melyik sorozat gener�torf�ggv�nyea) 11� 3x+ 2x2 ;b) 1x2 + 5x+ 6?Fibonai �s a turistaK�l�n�sen j�l haszn�lhat�k a gener�tor{f�ggv�nyek rekurz�v sorozatok n{ediktagj�nak expliit fel�r�s�ra.66. Mutasd meg, hogy a Fibonai{sorozat f gener�torf�ggv�nye teljes�ti az f(x) =1 + xf(x) + x2f(x) egyenl
s�get! Adj ebb
l �j bizony�t�st azFn = 1p5�1 +p52 �n � 1p5�1�p52 �nazonoss�gra!67. Hat�arozd meg F0 + F1 + F2 + � � �+ Fn-t!68. A Bergeng�i�ba l�togat� turista (29. feladat) rekurzi�ja: t0 = 1, t1 = 1, tn =tn�1 + 2tn�2. Bizony�tsd be, hogy a sorozat gener�tor{f�ggv�ny�re f(x) =1 + xf(x) + 2x2f(x) teljes�l �s adj ebb
l k�pletet tn{re!



66 Elekes Gy:69. Oldd meg az 50. feladatot gener�tor{f�ggv�nnyel is!� 70. A 30. feladatban az S0 = 1, Sn = nXk=1�nk�Sn�k (ha n � 1) rekurzi�ra jutot-tunk. Mutasd meg, hogy Sn exponeni�lis gener�tor{f�ggv�nyeg(x) = 1Xn=0 Snn! xn = 12� ex ;�s bizony�tsd be ebb
l, hogy Sn = 1Xk=0 kn2k+1 : �71. Jel�olje P�k(n) az n term�eszetes sz�am felbont�asainak sz�am�at pozit��v eg�eszek�osszeg�ere, melyek mindegyike legfeljebb k. Biz be:pk(x) = 1Xn=k P�k(n)xn = 1(1� x)(1� x2) . . . (1� xk) :72. Jel�olje Pmax=k(n) az n term�eszetes sz�am felbont�asainak sz�am�at pozit��v eg�eszek�osszeg�ere, melyek k�oz�ul a legnagyobb �eppen k. Biz be:pk(x) = 1Xn=k Pmax=k(n)xn = xk(1� x)(1� x2) . . . (1� xk) :73. Jel�olje P (n; k) az n term�eszetes sz�am felbont�asainak sz�am�at k darab pozit��veg�esz �osszeg�ere. P (n; k) = kXi=1 P (n� k; i):74. Biz be: pk(x) = 1Xn=k P (n; k)xn = xk(1� x)(1� x2) . . . (1� xk) :� 75. Bizony��tsd be, hogy minden n term�eszetes sz�amra a supa k�ul�onb�oz}o �osszeadan-d�ob�ol �all�o �osszegel}o�all��t�asok sz�ama egyenl}o a supa p�aratlan �osszeadand�ob�ol�all�o �osszegel}o�all��t�asok sz�am�aval. (Az �osszeadand�ok sorrendje nem sz�am��t.)



Kombinatorika feladatok 67
5. fejezetGr�fok II.5.1. A Ramsey{t�telk�r (P�osa Lajos nyom�an)V�gtelen Ramsey{t�telek.1. Legyen H a term�szetes sz�mok tetsz
leges v�gtelen r�szhalmaza (ha �gy tet-szik, szigor�an n�v
 r�szsorozata). Mutasd meg, hogyvagy van H{ban v�gtelen sok sz�m (nem kell az eg�sz H), amelyek k�ztb�rmely kett
nek van egyn�l nagyobb k�z�s oszt�ja,vagy van benne v�gtelen sok, p�ronk�nt relat�v pr�m (azaz olyanok, hogye r�szben b�rmely kett
 legnagyobb k�z�s oszt�ja egy).2. Legyen H olyan, mint az el
z
 feladatban! Mutasd meg, hogyvagy van benne v�gtelen sok sz�m, hogy b�rmely kett
 osztja egym�st,vagy van v�gtelen sok, hogy semelyik kett
 nem oszt�ja egym�snak!3. Mit mondhatunk, ha v�gtelen sok pont k�z�tt minden p�rt vagy piros, vagyk�k sz�nnel �sszek�t�nk? !4. Mit mondhatunk, ha v�gtelen sok pont k�z�tt bizonyos p�rokat �sszek�t�nk(feket�vel), bizonyosakat pedig nem? !5. Ramsey t�tele v�gtelen gr�fokra: V�gtelen teljes gr�f (jel�l�se: K1) �leittetsz
legesen sz�nezve k�t sz�nnel, mindenk�ppen keletkezik egysz�n� �lekb
l�ll� K1. ��tfogalmaz�s: b�rmely v�gtelen gr�fban van vagy v�gtelen teljes, vagy v�gtelen�res r�szgr�f.Ramsey t�telei v�ges gr�fokra.6. Egy hatsz�g oldalait �s �tl�it (�sszesen 15 vonalat) tetsz
legesen piros �s k�ksz�nekkel h�zt�l be. Mutasd meg, hogya) b�rmely s�sb�l indul h�rom egysz�n� vonal.b) biztosan rajzolt�l h�rom egysz�n� vonalb�l �ll� h�romsz�get.



68 Elekes Gy:7. Igaz{e ugyanez �tsz�gre? �s h�t{ vagy t�bb oldal�ra?� 8. Mutasd meg, hogy n pont k�z�tt a p�rokat pirossal �s k�kkel �sszek�tve leg-al�bb n(n� 1)(n� 5)24 darab, h�rom egysz�n� vonallal hat�rolt h�romsz�g ke-letkezik!9. Tizenh�t tud�s h�rom t�m�r�l folytat levelez�st egym�ssal (b�rmely kett
 min-dig ugyanarr�l, de egy harmadik �rhat az els
 kett
nek k�t k�l�nb�z
r
l). Bi-zony�tsd be, hogy van k�zt�k h�rom, akik p�ronk�nt ugyanarr�l leveleznek!� 10. Mutasd meg, hogy 16 tud�sra az �ll�t�s nem igaz! !DEF. n pont� teljes gr�f (jel�l�se: Kn): minden pont minden m�sikkal �ssze vank�tve.Ramsey t�tele v�ges gr�fokra: Tetsz
leges k �s l term�szetes sz�mokhoz vanolyan R(k; l), hogy egy n � R(k; l) pont� teljes gr�f �leit k�t oszt�lyba osztva(pl. pirossal �s k�kkel megrajzolva) biztosan keletkezik vagy az egyik t�pus�(piros) �lekb
l Kk, vagy a m�sik t�pus� (k�k) �lekb
l Kl.�tfogalmaz�s: b�rmely, legal�bb R(k; l) pont� gr�fban vagy van k pont� teljes,vagy van l pont� �res r�szgr�f.DEF. Adot k �s l eset�n a legkisebb R(k; l){et R�(k; l){lel jel�lj�k.11. Mutasd meg, hogy ha R(k � 1; l) �s R(k; l � 1) l�tezik, akkor R(k; l) is, �sR�(k; l) � R(k � 1; l) +R(k; l� 1).12. (folytat�s) Bizony�tsd be Ramsey t�tel�t �s mutasd meg, hogy R�(k; l) ��k + l � 2k � 1 �. �13. Mennyi R�(3; 3)? !14. Mutasd meg, hogy R�(3; 4) = 9. (Nem sajt�hiba! A � 10 trivi�lis, l�sd 12.feladat.) �15. Bizony�tsd be, hogy tetsz
leges k �s l term�szetes sz�mokhoz van olyanM(k; l),hogy egy n �M(k; l) tag� sorozatban mindig tal�lhat� k tag� n�vekv
 vagy ltag� s�kken
 r�szsorozat! !16. Egyszer�en igazolhat�, hogy a d dimenzi�s t�rben legfeljebb d + 1 olyan pontadhat� meg, melyek k�z�tt a fell�p
 �sszes t�vols�g egyenl
. Megadhat�{e v�g-telen sok, ha megenged�nk k�t k�l�nb�z
 t�vols�got (de t�bbet nem)? �17. Mutass olyan (k � 1)2 pont� gr�fot, amelyben nins se teljes, se �res k{pont�r�sz!� 18. (folytat�s) Mutass hasonl�t �k � 13 � ponton is!19. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy 22k ponton ez lehetetlen! !Erd
s t�tele: 2k=2 < R�(k; k) < 22k:Megjegyz�s: A fels
 besl�s egyszer�: l. el
z
 feladat. Az als� besl�s volt azels
, val�sz�n�s�gsz�m�t�st haszn�l� eredm�ny a gr�felm�letben.



Kombinatorika feladatok 6920. Mutasd meg, hogy ha 2 � �nk� � 2(n2)�(k2) < 2(n2);akkor az n pont� gr�f �lei k�t sz�nel sz�nezhet
ek �gy, hogy ne keletkezzenegysz�n� Kk! !21. (folytat�s) Bizony�tsd be ebb
l Erd
s als� besl�s�t! !Sejt�s (megoldatlan): l�tezik limk!1 kpR�(k; k):Megjegyz�s: Erd
s t�tele szerint p2 < kpR�(k; k) < 4.Ramsey t�telei t�bb sz�nre.V�gtelen Ramsey t�tel t�bb sz�nre: Legyen s � 2 term�szetes sz�m.K1 �leit s sz�nnel sz�nezve mindenk�ppen keletkezik supa egysz�n� �lb
l �ll�K1.V�ges Ramsey t�tel t�bb sz�nre: Tetsz
leges s �s k1; k2; . . . ; ks term�sze-tes sz�mokhoz van olyan Rs(k1; k2; . . . ; ks), hogy egy n � R pont� teljes gr�f�leit s oszt�lyba osztva (pl. pirossal, k�kkel, . . . , �sszesen s sz�nnel megrajzol-va) biztosan keletkezik vagy az els
 t�pus� (piros) �lekb
lKk1 , vagy a m�sodikt�pus� (k�k) �lekb
l Kk2 , . . ., vagy vagy az s{edik t�pus� �lekb
l Kks .DEF. A legkisebb ilyen R{et Rs�(k1; k2; . . . ; ks){sel jel�lj�k.22. Bizony�tsd be a t�bbsz�n� Ramsey{t�teleket! !� 23. Mutasd meg, hogyR�s(3; 3; . . . ; 3) � 1 + s!(1 + 11! + 12! + . . . + 1s! ) = de � s! e� 24. (Shur t�tele) Minden s{hez van olyan N(s), hogy az 1; 2; . . . ; N sz�mokatb�rhogyan osztva s oszt�lyba, valamelyikben megoldhat� lesz azx+ y = zegyenlet. (Ez azt jelenti, hogy legal�bb egy oszt�lyban tal�lhat� h�rom | nemfelt�tlen�l k�l�nb�z
 | sz�m, x, y �s z, melyekre a fenti egyenl
s�g teljes�l. At�telben szerepl
 minden bet� | s;N; x; y; z | pozit�v eg�sz sz�mot jelent.) �



70 Elekes Gy:A v�ges �s v�gtelen k�z�tti kapsolat. A K�nig{lemma.25. Mutass olyan v�gtelen pont� gy�keres f�t, melyben a gy�k�rb
l indulva tal�l-hat� ak�rmilyen hossz� �t (azaz van 10{n�l hosszabb is, van 1010{n�l hosszabbis, stb.), de v�gtelen �t nins! !DEF. Egy r pontban gy�kerez
 fa k{adik szintj�nek nevezz�k az r{t
l k t�vols�gral�v
 (k �l� �ton el�rhet
) pontok halmaz�t.K�nig{lemma: Ha egy v�gtelen fa minden szintje nem-�res �s v�ges sz�m�pontb�l �ll, akkor van a f�ban v�gtelen �t.� 26. Igazold a fenti �ll�t�st! !� 27. Mutasd meg, hogy a v�gtelen Ramsey t�telekb
l a K�nig{lemma seg�ts�g�vela v�ges Ramsey t�telek is k�vetkeznek! �Gyakorl� feladatok28. Mondjuk azt, hogy egy (d�ntetlen n�lk�li) k�rm�rk
z�s eredm�nye a j�t�kosokegy fJ1; J2; . . .Jrg r�szhalmaz�n egy�rtelm�, ha i < k eset�n Ji legy
zte Jk{t.a) Bizony�tsd be, hogy minden r{hez van olyan f(r), hogy b�rmely n �f(r) r�sztvev
s k�rm�rk
z�s ut�n lesz r olyan versenyz
, akik halmaz�naz eredm�ny egy�rtelm�;b) Igaz-e, hogy 2r�1 j�t�kos k�z�tt mindig van r ilyen? !29. Mutasd meg, a �v�gtelen Ramsey t�tel"{b
l hogyan k�vetkezik, hogy mindenv�gtelen sorozatnak van v�gtelen monoton r�szsorozata! �30. Bizony�tsd be, hogy k � l+ 1 tag� sorozatban mindig tal�lhat� k tag� n�vekv
vagy l tag� s�kken
 r�szsorozat! !31. s(s+ 1)2 ember gy�lt �ssze valahol. B�rmely h�rmat kiv�lasztva, van ezek k�-z�tt legal�bb kett
, akik ismerik egym�st. Mutasd meg, hogy biztosan van sember, akik egym�st mindny�jan ismerik! (Az ismerets�gek k�ls�n�sek.)32. Legyen adva v�gtelen sok tengely{p�rhuzamos t�glalap supa eg�sz koordin�t�-j� s�sokkal az els
 (azaz jobb fels
) s�knegyedben �gy, hogy mindegyik�k balals� s�sa az orig�. Igazoljuk, hogy kiv�laszthat� bel
l�k v�gtelen sok olyan,melyek k�z�tt b�rmely kett
b
l az egyik tartalmazza a m�sikat!



Kombinatorika feladatok 71Sz�mtani sorozatok. Van der Waerden t�tele.33. Bontsuk fel a term�szetes sz�mok halmaz�t k�t r�szre �gy, hogy egyik se tar-talmazzon v�gtelen sz�mtani sorozatot!34. (folytat�s) Ugyanez a feladat m�rtani sorozatokra.Van der Waerden t�tele: Legyen k tetsz
leges nem-negat�v eg�sz. A term�-szetes sz�mok halmaz�t ak�rhogyan v�ges sok r�szre osztva valamelyik r�szbenlesz k tag� sz�mtani sorozat.Megjegyz�s: �rdemes fel�gyelni arra, hogy | b�r ak�rmekkora v�ges r�szsoro-zat van | v�gtelen nem felt�tlen�l lesz. (L�sd 33. feladat.)Euklideszi Ramsey{t�telek.35. A s�k pontjait (egyenk�nt k�l�n, tetsz
legesen) kisz�nezte valaki pirosra, s�rg�ra�s k�kre. Mutasd meg, hogy mindenk�ppen keletkezett egysz�n�, egym�st�legys�gnyi t�vols�gban l�v
 pontp�r! !36. (folytat�s) Mutasd meg, hogy az el
z
 �ll�t�s kilen sz�nre nem igaz! !37. (folytat�s) Mi a helyzet h�t sz�nnel? !38. Sz�nezd ki a s�k pontjait k�t sz�nnel �gy, hogy semelyik egys�g-oldal� szab�lyosh�romsz�gnek se legyen mind a h�rom s�sa egysz�n�! !Sejt�s (megoldatlan): Az el
z
 feladatnak megfelel
 b�rmely sz�nez�sben b�r-mely 0 < a 6= 1{hez tal�lhat� a oldal� szab�lyos h�romsz�g supa egysz�n�s�sokkal.39. Tegy�k fel, hogy a s�k pontjait kisz�nezte valaki pirosra �s k�kre �gy, hogymindk�t sz�nt haszn�lta. Mutasd meg, hogy mindenk�ppen keletkezett egy-m�st�l egys�gnyi t�vols�gban l�v
 pontp�r, melynek egyik tagja piros, a m�sikk�k! !5.2. Extrem�lis gr�fok



72 Elekes Gy:Csereszny�k, k�r�k, h�romsz�gek . . .40. Egy G gr�fban sereszny�nek nevez�nk k�t, egy pontb�l indul� �lt (azaz egyk�t �lb
l �ll� utat, ha �gy tetszik).a) Ha G{nek n pontja van, melyekre rendre d1; d2; . . . dn �l illeszkedik, h�nyseresznye van G{ben?b) n pont�, e �l� gr�fban legal�bb h�ny seresznye van?) Mutasd meg, hogy ha egy n pont�, e �l� gr�fban nins h�romsz�g, akkorlegfeljebb e(n� 2)2 seresznye lehet benne.d) Bizony�tsd be, hogy egy n pont�, h�romsz�gmentes gr�fnak legfeljebb n24�le van!e) Mutass (minden n{re) n pont�, bn24  �l�, h�romsz�gmentes gr�fot!41. (folytat�s) Tegy�k fel, hogy G{ben nins n�gy pont� k�r!a) Mutasd meg, hogy G{ben legfeljebb �n2� seresznye lehet!b) Igazold, hogy G{nek legfeljebb 12n3=2 + 14n �le lehet!�) Mutass v�gtelen sok n{re olyan n pont� gr�fot, amelyben nins n�gy pont�k�r �s legal�bb 12n3=2 �pn �le van!Tur�n t�teleDEF. Jel�l�s: bx jelentse az x eg�sz r�sz�t, azaz a legnagyobb, x{n�l nem nagyobbeg�szt.DEF. r{oszt�ly� gr�f: a pontokat tetsz
legesen r oszt�lyba osztjuk �s a k�l�nb�z
oszt�lyba es
 pontp�rokat mind �sszek�tj�k.DEF. n{pont� r{oszt�ly� Tur�n{gr�f �gy keletkezik, hogy az n pontot a lehet
 leg-egyenletesebben r oszt�lyba osztjuk (ezek egyenk�nt n=r pontot tartalmaznak,ha ez eg�sz sz�m; bn=r{t ill. bn=r+ 1{et, ha nem) �s a k�l�nb�z
 oszt�lybaes
 pontp�rokat mind �sszek�tj�k.Az r{oszt�ly� n pont� Tur�n{gr�f �leinek sz�m�t Tr(n){nel jel�lj�k.42. Igazold, hogy az n{pont� p�ros gr�fok k�z�l a k�toszt�ly� Tur�n{gr�fnak vana legt�bb �le! Mondj hasonl� �ll�t�st az r{oszt�ly� Tur�n{gr�fokra is! ��ll�t�s: az n{pont� r{oszt�ly� gr�fok k�z�tt a Tur�n{gr�fnak van a legt�bb�le.43. Mutasd meg, hogy T2(n) = � k2 , ha n = 2k;k(k + 1) , ha n = 2k + 1.= �n2=4 , ha n p�ros;(n2 � 1)=4 , ha n p�ratlan.= bn2=4



Kombinatorika feladatok 7344. Igazold, hogy ha egy n pont� gr�fban nins h�romsz�g, akkor �lsz�mae � T2(n) = bn2=4: �45. Keress T3(n){re a fenti, T2(n){re vonatkoz�hoz hasonl� k�pleteket! !46. Bizony�tsd be, hogy ha egy n pont� gr�fban nins K4 (teljes n�gypont� r�sz-gr�f), akkor �lsz�ma e � T3(n) = bn2=3: !Tur�n t�tele. Ha egy n{pont� gr�f nem tartalmaz Kr+1{et (teljes r+1{pont� r�szgr�fot) akkor legfeljebb Tr(n) �le lehet.DEF. Azt mondjuk, hogy a G gr�f x pontj�t szimmetriz�ljuk a vele �ssze nemk�t�tt y ponthoz, ha elhagyjuk az x{b
l indul� �leket �s x{et pontosan azokkalaz egy�b s�sokkal k�tj�k �ssze, amelyekkel y is van.47. Mutasd meg, hogy ha G{ben nem volt teljes k{sz�g, akkor a szimmetriz�l�sut�n se lesz!48. Szimmetriz�ld egy maxim�lis fok� ponthoz a vele �ssze nem k�t�tteket! Bizo-ny�tsd be, hogya) minden szimmetriz�lt pont �ssze lesz k�tve minden nem szimmetriz�lttal;b) ha az eredeti gr�fban nem volt Kk, akkor a nem szimmetriz�ltak �ltalmeghat�rozott r�szgr�fban nem lesz Kk�1!49. (folytat�s) Bizony�tsd be ebb
l Tur�n t�tel�t! �50. (folytat�s) Keress induki�s bizony�t�st is Tur�n t�tel�re! �T�vols�gok a s�kban51. Igazold, hogy ha egy h�romsz�g nem hegyessz�g�, akkor leghosszabb oldala alegr�videbbnek legal�bb p2{szerese! !52. Legyen adva a s�k n�gy pontja. Mutasd meg, hogy(a) ha nins h�rom egy egyenesen, akkor van h�rom, amelyek nem hegyessz�g�h�romsz�get hat�roznak meg.(b) ha k�zt�k a legnagyobb t�vols�g D, akkor van kett
, amelyek t�vols�ga� D=p2. �53. Tegy�k fel, hogy a s�k n pontja k�z�tt a legnagyobb t�vols�g D. Mutasd meg,hogya) ha van a pontok k�z�tt olyan, amelyikt
l legal�bb h�rom m�sik van Dt�vols�gra, akkor olyan is kell legyen, amelyik sak egy m�sikt�l van D{re!b) a D hossz�s�g� szakaszok sz�ma � n. �



74 Elekes Gy:54. Bizony�td be, hogy ha a s�k tetsz
leges n pontja k�z�tt a legnagyobb t�vols�gD, akkor legfeljebb bn2=3 db. olyan pontp�r van, amelyek t�vols�gaD=p2{n�lnagyobb. �55. Mutassunk p�ld�t (el
sz�r kis n{ekre, de azt�n nagy n{ek eset�n is) arra, hogyval�ban lehet bn2=3 ilyen pontp�r. (S
t m�g a 0; 999D{n�l t�volabbiakb�l islehet ennyi!) �� 56. Bizony�tsd be, hogy a s�k n pontja k�z�tt ugyanaz a t�vols�g legfeljebb  �n3=2{szer fordulhat el
! �57. Legyenek v1; v2; . . . ; vn olyan s�kbeli vektorok, melyek mindegyik�re jvij � 1.Legal�bb h�ny i, j p�rra lesz jvi + vj j � 1? !�ltal�nos�tott Tur�n{sz�mokDEF. A G gr�f Tur�n{sz�m�nak nevezz�k �s tG(n){nel jel�lj�k azt a maxim�lis�lsz�mot, ah�ny �le egy n pont� gr�fnak lehet, ha nem tartalmazza az adottG-t. (Ezzel a jel�l�ssel Tur�n t�tele azt mondja, hogy tKr(n) = Tr�1(n).)58. Legfeljebb h�ny �le lehet egy n pont� gr�fnak, ha nins bennea) k�rb) p�ratlan k�r? !59. H�ny �le lehet egy nem �sszef�gg
, n pont� gr�fnak?60. H�ny �le lehet egy n pont� gr�fnak, ha nins bennea) k�t �l� �tb) h�rom �l� �t? !61. Legfeljebb h�ny �le lehet egy n pont� gr�fnak, ha nins benne k �l� sillag?!62. H�ny �le lehet egy n pont� gr�fnak, ha nins benne n�gy pont� k�r? !63. Mutasd meg, hogy p�ros gr�f Tur�n{sz�ma o(n2), pontosabban, ha mindk�toszt�lyban legfeljebb k pont van, akkor tG(n) � n2�1=k + k � 12 n !64. (folytat�s) Igazold, hogy ha G nem p�ros, akkor Tur�n{sz�ma nem lehet o(n2)! !5.3. Minimax t�telekMinimax t�teleknek az olyan �ll�t�sokat nevezz�k, amelyek k�t mennyis�gr
lazt �ll�tj�k, hogy az egyik lehets�ges �rt�keinek maximuma egyenl
 a m�siklehets�ges �rt�keinek minimum�val. Ilyen pl. a 2.7. szakaszban szerepl
 K
nig{t�tel (2.144. feladat).



Kombinatorika feladatok 75Intervallum{rendszerek65. Egy nap sokan megfordultak egy tenisz{telepen, de minden j�t�kos sak egy-szer. Ha mindenki mindenkivel tal�lkozott, igaz{e, hogy valamikor mindny�janegyszerre ott voltak? (ez m�g nem minimax t�tel)66. (folytat�s) Legyenek [a1; b1℄; [a2; b2℄; . . . ; [an; bn℄ z�rt intervallumok a sz�megye-nesen.(a) Bizony�tsd be, hogy ha b�rmely kett
nek van k�z�s pontja, akkor van olyanpont is, ami mindegyikben benne van.(b) Adj m�dszert (�rj programot) ami keres ilyen pontot, ha van; ellenkez
esetben pedig mutat k�t diszjunkt (azaz k�z�s pont n�lk�li) intervallumot.Megjegyz�s: a feladat (a) r�sze sem trivi�lis! J� megold�sb�l a (b) alatti elj�r�sis kij�n.67. Egy foly�n egy haj�z�si v�llalat sok teherhaj�ja j�r, mindegyik mindig adottkik�t
k k�z�tt oda{vissza. Szeretn�k a haj�kat ellen
rizni, val�ban elv�gzik{ehetente az el
�rt sz�m� fordul�t. Nem sz�ks�ges a sok kis kik�t
 mindegyik�bek�l�n egy{egy ellen
rt k�ldeni�k, mert az egyes foly�{szakaszokon �ltal�bant�bb haj�juk is j�r. A parton terveznek ellen
rz
 pontokat fel�ll�tani �gy, hogyminden haj� (�lland�, kijel�lt �tja sor�n) mindig legal�bb egy el
tt elhaladjon.Adj m�dszert a minim�lis sz�m� ellen
rz
 pont megkeres�s�re!68. (folytat�s)(a) adj m�dszert, ami tetsz
leges (a kett
vel kor�bbi feladat felt�tel�t esetlegnem teljes�t
) intervallumrendszert a lehet
 legkevesebb olyan soportbaoszt, hogy egy soporton bel�l m�r az intervallumoknak van k�z�s pontjuk.(b) Mutasd meg, hogy az ilyen soportok sz�ma nem lehet kisebb, mint ap�ronk�nt diszjunkt (azaz k�z�s pont n�lk�li) intervallumok maxim�lissz�ma.() Bizony�tsd be, hogy a (b) alatti k�t mennyis�g egyenl
! (Ez m�r minimaxt�tel!)69. Adj m�dszert, ami tetsz
leges intervallumrendszerhez kikeres egy pontot, amia lehet
 legt�bb intervallumban van benne.70. Adj m�dszert, ami tetsz
leges intervallumokat a lehet
 legkevesebb olyan so-portba oszt, amiken bel�l az intervallumok diszjunktak.71. Mutasd meg, hogy az el
z
 k�t feladatban szerepl
 maximum ill. minimumugyanaz.72. Igazold, hogy tetsz
leges intervallum{rendszer szakaszait ki lehet h�zni piros �sk�k tollal �gy, hogy az egyenes minden egyes pontja �l�nyeg�ben ugyanannyi"piros ill. k�k szakaszban legyen benne. (Itt a �l�nyeg�ben ugyanannyi" �gy�rtend
, hogy b�rmely pontban a r� illeszked
 pirosak ill. k�kek sz�ma k�ztielt�r�s nem t�bb egyn�l. Ezek a mennyis�gek k�l�nb�z
 pontokban nagyonk�l�nb�z
ek lehetnek.)



76 Elekes Gy:� 73. (folytat�s) Mutasd meg, hogy minden k � 2{re l�tezik ilyen egyenletes sz�nez�s!74. Legyen adva [0; 1){ben az [a1; b1); [a2; b2); . . . ; [an; bn) intervallumok rendszere,melyek egyes�t�se az eg�sz [0; 1). (Minden intervallum balr�l z�rt, jobbr�l ny�lt!)a) Adj m�dszert, ami kiv�lasztja a lehet
 legkevesebb [ai; bi){t, amelyek le-fedik a teljes [0; 1){et!b) Adj m�dszert, ami megkeresi a lehet
 legt�bb olyan pontot [0; 1){ben,melyek k�z�l semelyik kett
 sem esik egy�tt egy intervallumba!) Mi k�ze egym�shoz az a) ill. b) r�szeknek?� 75. H�rom h�zasp�r mind a hat tagja k�l�n{k�l�n megl�togat egy (hetedik) bete-get. Mind a h�rom f�rj tal�lkozik k�t feles�ggel. Mutasd meg, hogy valamelyikf�rjnek tal�lkoznia kellett a saj�t feles�g�vel is.T�obbsz�or�osen �osszef�ugg}o gr�afok. Menger t�etelei.DEF. Az �sszef�gg
 G gr�fk{szorosan �el�sszef�gg
, semelyik k �el elhagy�asa sem v�gja sz�t;k{szorosan pont�sszef�gg
, ha jV j � k + 1 �s semelyik k pont el-hagy�asa sem v�gja sz�t. (A pontsz�mra vonatkoz� felt�tel, mint a 2{�osszef�ugg}os�egn�el, Kk{t z�rja ki.)76. Bizony�tsd be, hogy k{szorosan pont�sszef�gg
 gr�f k{szorosan �el�sszef�gg
 is.77. k{szorosan pont�sszef�gg
 gr�fhoz egy �uj s�usot hozz�av�eve �es azt legal�abb kr�egivel �osszek�otve �ujra k{szorosan pont�sszef�gg
 gr�fot kapunk.78. Legyen jV (G)j � 2. Ha b�armaly x; y 2 V (G) (k�l�nb�z
) s�usp�ar k�oz�ott(a) legal�abb k �elidegen �ut l�etezik, akkor a G gr�af k{szorosan �el�sszef�gg
;(b) legal�abb k k�oz�os bels}o pont n�elk�uli �ut l�etezik, akkor a G gr�af k{szorosanpont�sszef�gg
.DEF. Legyen adva egy gr�afban t darab �elidegen x � y �ut: P1; P2; . . . ; Pt. Egy x{b}olindul�o P0 �ut jav��t�o �ut, ha a Pi (i � 1) utak �eleit nem haszn�alja az x ! yterm�eszetes ir�anyban, legfeljebb ford��tva.79. Tegy�uk fel, hogy x{b}ol eljuthatunk y{ba jav��t�o �uton. Bizony�tsd be, hogy l�etezikt+ 1 darab �elidegen x� y �ut is. !80. Tegy�uk fel, hogy P1; P2; . . . ; Pt maxim�alis sz�am�u �elidegen x� y �ut. Bizony�tsdbe, hogy egy-egy alkalmas �el�uket t�or�olve megsz}unik az x �es y pontok k�oz�otti�osszek�ottet�es. !�El{Menger t�etel. Tetsz}oleges (ir�any��tatlan) gr�afban�elidegen x{y utak maxim�alis sz�ama =x-et y-t�ol elv�ag�o �elek minim�alis sz�ama.



Kombinatorika feladatok 77DEF. Legyen adva egy gr�afban t darab k�oz�os bels}o pont n�elk�uli x�y �ut: P1; P2; . . . ; Pt.Egy x{b}ol indul�o S s�eta jav��t�o s�eta, ha(1) x{b�ol indul, de nem a Pi{k valamelyik �el�en;(2) �el nem ism�etl}odhet;(3) s�us ism�etl}odhet, de ...(4) ... ha egy Pi{re l�ep�unk, akkor azon k�otelez}o legal�abb egy l�ep�est vissza (xfel�e) menni.Megjegyz�s: (3){b�ol �es (4){b}ol k�ovetkezik, hogy a Pi{ken lev}o egy-egy s�usotlegfeljebb k�etszer �erinthet�unk [legfeljebb egyszer l�ephet�unk bele a Pi{n ut�anak�ovetkez}o pontb�ol �es ugyansak legfeljebb egyszer l�ephet�unk r�a k�uls}o pontb�ol| itt haszn�aljuk (3){at �es (4){et℄.81. Tegy�uk fel, hogy x{b}ol l�etezik y{ba jav��t�o s�eta. Bizony�tsd be, hogy l�etezik t+1darab k�oz�os bels}o pont n�elk�uli x� y �ut is. !Megjegyz�s: Ha a gr�af a P1 = x�a�b��y �utb�ol �es az (xb), (by), (a) �elekb}ol�all, akkor jav��t�o �UTON nem �erhet}o el y, de l�etezik S = x � b � a �  � b� yjav��t�o s�eta; van is k�et f�uggetlen �ut.82. Tegy�uk fel, hogy nins a gr�afban x � y �el �es legyen P1; P2; . . . ; Pt maxim�alissz�am�u k�oz�os bels}o pont n�elk�uli x� y �ut. Bizony�tsd be, hogy egy-egy alkalmaspontjukat t�or�olve megsz}unik az x �es y pontok k�oz�otti �osszek�ottet�es. !Pont{Menger t�etel. Ha egy (ir�any��tatlan) gr�afban nem l�etezik (x; y) �el,akkor k�oz�os bels}o pont n�elk�uli x{y utak maxim�alis sz�ama =x-et y-t�ol elv�ag�o s�usok minim�alis sz�ama.83. Egy k{szorosan pont�osszef�ugg}o gr�afban kijel�olt valaki legfeljebb k darab Ais�usot �es legfeljebb k darab Bj s�usot. Legal�ab h�any k�oz�os bels}o pont n�elk�uliAiBj �ut l�etezik?� 84. Mutasd meg, hogy k{szorosan pont�osszef�ugg}o gr�afban b�armely k darab s�usegy k�or�on van!R�eszben rendezett halmazokDEF. Azt modjuk, hogy hH;�i r�eszben rendezett halmaz (a � rel�ai�oval), ha(i) � irrreex��v, azaz 8x 2 H{ra x 6� x;(ii) � tranzit��v, azaz x � y �es y � z eset�en x � z.P�eld�aul tetsz}oleges halmazrendszer ilyen a ��" tartalmaz�asi rel�ai�ora n�ezve,vagy term�eszetes sz�amok b�armely r�eszhalmaza az oszthat�os�agi rel�ai�ora n�ezve.Persze minden (teljesen) rendezett halmaz is ilyen.85. Mutasd meg, hogy � antiszimmetrikus is, azaz x � y �es y � x, egyszerre nemteljes�ulhet.



78 Elekes Gy:86. De�ni�aljuk a k�ovetkez}o r�eszbenrendez�est az intervallumokon: [a; b℄ megel}ozi[; d℄-t, ha b < . Igaz-e, hogy b�armely r�eszben rendezett halmaz reprezent�alhat�o��gy? �Szok�as szerint akkor nevez�unk �maxim�alisnak" egy halmazt, ha nem b}ov��thet}o;ez nem jelenti azt, hogy n�ala t�obb elem}u sins. R�eszben rendezett halmazokk�or�eben pedig egy elem akkor maxim�alis, ha nins n�ala nagyobb (� szerint);ez nem jelenti azt, hogy minden m�asn�al nagyobb.87. L�etezik-e olyan r�eszben rendezett halmaz, amelyben minden elem maxim�alis?DEF. Egy r�eszben rendezett halmaz egy r�eszhalmaza l�an, ha b�armely k�et eleme�osszehasonl��tott. Antil�an, ha semelyik k�et eleme sem �osszehasonl��tott.88. R�eszben rendezett halmaz maxim�alis elemei antil�anot alkotnak.89. (folytat�s)(a) Mutass p�eld�at arra, hogy ezek a maxim�alis elemek nem felt�etlen�ul alkotnakmaxim�alis m�eret}u antil�anot.(b) Mi a helyzet, ha feltessz�uk, hogy minden elem benne van egy maxim�alism�eret}u antil�anban?90. (�Utemez�esi probl�ema) Egy r�eszben rendezett halmaz elemei reprezent�al-janak egy{egy napi teend}oket, a � rel�ai�o pedig azt, hogy egyiket a m�asik ut�anlehet sak elv�egezni. Tegy�uk fel, hogy korl�atlan sz�am�u munk�as �all rendelkez�e-s�unkre. Bizony�tsd be, hogyaz �osszes feladat elv�egz�es�ehez sz�uks�eges id}o == a legnagyobb l�an m�erete.91. Dilworth t�tele:l�anokra bont�ashoz sz�uks�eges l�anok min. sz�ama == a legnagyobb antil�an m�erete.92. Ha egy r�eszben rendezett halmaz b�armely k�et maxim�alis m�eret}u antil�an�anakvan k�oz�os eleme, akkor az �osszesnek is van.93. Igaz-e, hogy r�eszben rendezett halmazokbanp�aronk�ent diszjunkt legnagyobb antil�anok max. sz�ama =az �osszes legnagyobb antil�anot lefog�o elemek min. sz�ama?5.4. A Pr�fer{k�d.Cayley t�tele: Az f1; 2; . . . ; ng pontokon nn�2 fa adhat� meg.Megjegyz�s: 1. E t�telben k�l�nb�z
nek sz�moljuk az egym�ssal izomorf f�katis, pl. h�rom ponton az 1-2-3 utat �s az 1-3-2 utat.Megjegyz�s: 2. Cayley t�tel�re sok bizony�t�s ismeretes. Sok�ig nem tal�ltakazonban olyant, ami k�zvetlen megfeleltet�st ad az n (sz�mozott) pont� f�k �s



Kombinatorika feladatok 79az 1; 2; . . . ; n sz�mokb�l k�pezhet
 n � 2 tag� sorozatok k�z�tt. V�g�l Pr�ferj�rt sikerrel; az 
 eredm�ny�t tal�lod az al�bbiakban:Az f1; 2; . . . ; ng pontokon adott T1 f�hoz rendelj�nk n � 2 tag� sorozatot ak�vetkez
k�ppen: Hagyjuk el a fa els
fok� pontjai k�z�l a legkisebb index�t,�s szomsz�dja (a vele �sszek�t�tt egyetlen pont) index�t jegyezz�k fel; legyenez a1. Ism�telj�k az elj�r�st a marad�k T2 r�szf�ra (�gy tov�bbi ai pontokat �sTi r�szf�kat kapunk), am�g sak k�t pont marad. Akkor �lljunk le.DEF. A fenti sorozat a fa Pr�fer{k�dja.94. Mutasd meg, hogy az elj�r�s befejez�sekor megmarad� k�t pont egyike az nindex�. !95. A Pr�fer{k�dban az i sz�m �ppen di� 1{szer fordul el
, ahol di az i pont foka.�� 96. Mutasd meg, hogy minden k�dhoz pontosan egy fa tartozik!97. Bizony�tsd be Cayley t�tel�t!98. Legyen 1 � d1 � d2 � . . . � dn � n olyan sorozat, melyre P di = 2(n � 1).Mutasd meg, hogy l�tezik n pont� fa ilyen foksz�mokkal! !99. (folytat�s) H�ny ilyen fa van az 1; 2; . . . ; n pontokon? �



80 Elekes Gy:
6. fejezetAlgoritmusok II. (Gr�af algoritmusok)Hogyan t�roljunk gr�fokat sz�m�t�g�pben?DEF. Gr�f t�rol�sa t�mbben (szok�sos az ��sszek�t�tts�gi m�trix" elnevez�s).n pont� gr�fhoz n� n{es k�tdimenzi�s t�mb�t haszn�lhatunk, melybenA[i; j℄ = � 1 , ha az i{edik �s j{edik pont k�z�tt van �l;0 , ha nins.El
nye: a k�zvetlen�l el�rhet
 A[i; j℄ elem azonnal adja az inform�i�t az (i; j)pontp�rr�l.H�tr�nya: �ritka" gr�f (sok pont, de nem nagyon sok �l) eset�n a t�mb t�lnyom�t�bbs�gben 0{kat tartalmaz | nem ide�lisan haszn�lja ki a helyet.Megjegyz�s: �rdemes megeml�teni azt az el
nyt is, hogy ha a t�mb elemeiben az�lekre vonatkoz� tov�bbi inform�i�t is t�rolunk (pl. a menetid
t adott pontokk�z�tt, amik p�lyaudvarokat reprezent�lnak), akkor �mell�khat�sk�nt" magukaz eredeti 0{1{ek feleslegess� v�lnak. Megtehetj�k p�ld�ul, hogy pozit�v sz�mval�di adatot, negat�v sz�m pedig nem l�tez
 �let jelent. M�g logikusabb azelfajul� esetek kezel�se az A[i; j℄ = 1, ha nins �l (��t�letnapig is v�rhatsz;nins vonat") �s A[i; i℄ = 0 (�i{b
l �nmag�ba: nulla id
") jel�l�sek haszn�lata.DEF. Gr�f t�rol�sa �l{list�kkal.Minden ponthoz k�l�n{k�l�n list�ban tartjuk a r� illeszked
 �lek m�sik v�g-pontj�nak sorsz�m�t. Kell persze (egy t�ombben) minden ponthoz egy-egy mu-tat�o a bel}ole indul�o �elek list�aj�anak elej�ere | �es n�eha �elszer}u a v�eg�ere is.El
nye: sak annyi �lr
l kell inform�i�t t�rolnunk, amennyi t�nylegesen van agr�fban.H�tr�nya: nem tudjuk k�zvetlen�l eld�nteni, k�t adott pont k�z�tt vezet-e �l;ehhez egyik�k �l{list�j�t kell v�gigvizsg�lnunk.Megjegyz�s: Mindk�et v�altozat alkalmas ir�any��tott gr�afok t�arol�as�ara is.1. Adott n s�us�u, e �el}u ir�any��tott gr�afhoz k�esz��tsd el az �elek megford��t�as�avalkeletkez}o gr�af �el-list�ait O(n+ e) id}oben!� 2. Rendezd adott n s�us�u, e �el}u gr�af �el-list�ait a m�asik v�egpontok szerint O(n+e)id}oben!
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6.1. 	sszef�gg
s�gi algoritmusokSz�less�gi �s m�lys�gi keres�s3. H�any l�ep�esben tudod megkeresni egy n pont�u, e �el}u gr�af �sszef�gg
 komponen-seit, ha a gr�afot t�ombben t�aroljuk?4. (folytat�s) �Es ha �el{list�akkal?� 5. Mutasd meg, hogy t�ombben t�arolt gr�af eset�en MINDEN algoritmus r�ak�enysze-r��thet}o| el�eg �rosszindulat�u" gr�afon |, hogy MINDEN pontp�ar �osszek�ot�ott-s�eg�ere r�ak�erdezzen (azaz kiolvassa a t�ombb}ol).DEF. Sz�less�gi keres�s: ha minden, m�ar el�ert pontb�ol minden, onnan el�erhet}otmegkeres�unk. Sz�less�gi keres
fa: az �ujonnan el�ert s�usokba �erkez}o �elek.DEF. M�lys�gi keres�s: ha ha minden, m�ar el�ert pontb�ol mindig sak egyetlen�ujat keres�unk �es arra haladunk tov�abb. M�lys�gi keres
fa: az �ujonnan el�erts�usokba �erkez}o �elek.6. A sz�less�gi keres�s szintjei a kezd}opontt�ol val�o t�avols�agnak felelnek meg.7. Val�os��tsd meg a sz�less�gi keres�st (megfelel}o t�omb�okkel �es list�akkal) O(n+ e)id}oben!8. Hogyan keresn�el legr�videbb �tat k�et adott s�us k�oz�ott?9. Egy m�lys�gi keres
f�aban nem szerepl}o �lek sak a fa azonos �ag�ara es}o s�usokatk�othetnek �ossze.10. Val�os��tsd meg a m�lys�gi keres�st (megfelel}o t�omb�okkel �es list�akkal) O(n + e)id}oben!11. Adj algoritmust k�tszeres �sszef�gg
s�g vizsg�alat�ara, mely �sszef�gg
 gr�af ese-t�en �elsz�amnyi id}oben m}uk�odik.12. Mutassunk polinomi�alis algoritmust a k�ovetkez}o feladatra:Adott: G ir�any��tatlan gr�af �es h�arom s�usa: x; y; z.Eld�ontend}o: l�etezik-e �ut x-b}ol y-on �at z-be?13. Mutassunk polinomi�alis algoritmust a k�ovetkez}o feladatra:Adott: G ir�any��tatlan gr�af �es n�egy s�usa: x1; x2; y1; y2.Eld�ontend}o: l�etezik-e k�et, teljesen k�oz�os s�us n�elk�uli xi | yj �ut? (Teh�atx1|y1 �es x2|y2 j�o, x1|y2 �es x2|y1 is j�o, de x1|y1 �es x2|y1 nem.)14. Adj �elsz�amnyi idej}u algoritmust ir�ny�tott gr�f er
s �sszef�gg
s�g�nek eld�n-t�s�re.� 15. Keress k�tszeresen �sszef�gg
 komponeneseket line�ris id
ben.�� 16. Keresd meg egy ir�ny�tott gr�f er
sen �sszef�gg
 komponenseit line�ris id
ben.



82 Elekes Gy:� 17. Keresd meg egy k�etszeresen �osszef�ugg}o gr�af(a) f�ul{felbont�as�at;(b) s{t sz�amoz�as�at.Amax{vissza sorrendEbben a r�eszben kiv�etelesen t�obbsz�or�os �eleket tartalmaz�o gr�afokat is megen-ged�unk. Ilyenkor e a multipliit�assal sz�amolt �elsz�amot jel�oli.DEF. Egy G gr�af V s�ushalmaz�anakmax{vissza sorrendje V = fx1; x2; . . . ; xng,ha b�armely i > 0{ra az xi s�usb�ol legal�abb annyi �el vezet az fx1; x2; . . . ; xi�1ghalmazba, mint b�armely k�es}obbib}ol ugyanide.18. (Nagamohi{Ibaraki lemma): Ha V = fx1; x2; . . . ; xng egy esetleg t�obb-sz�or�os �el}u gr�af egy max{vissza sorrendje, akkor xn�1 �es xn sz�etv�ag�as�ahoz leg-al�abb annyi �elet kell elhagyni, mint xn foka. �19. (folytat�s) (Mader t�etele) Tetsz}oleges ir�any��tatlan gr�afban tal�alhat�o olyanx; y pontp�ar, melyek k�oz�ott az �elidegen utak maxim�alis sz�ama �eppen y foka.!� 20. Keress max{vissza sorrendet O(e) id}oben. !�� 21. Keress algoritmust k{szoros �osszef�ugg}os�eg vizsg�alat�ara O(ne) id}oben.6.2. A Dijkstra{algoritmus.DEF. S�lyozott �l� ir�ny�tott gr�f: minden (x; y) �lhez adott egy{egy w(x; y) � 0sz�m. (Ezeket a tov�bbiakban �s�ly"{nak vagy �k�lts�g"{nek, esetleg �hossz"{nak fogjuk nevezni.)Minim�lis �sszs�ly� �t problm�ja:Adott: n pont�, m �l� G(V;E) ir�ny�tott gr�f w : E 7! R+ s�lyoz�ssal,tov�bb�a) k�t kijel�lt pont, p �s q;b) egy kijel�lt p pont;) nins kijel�lt pont.Keresend
a) esetben: minim�lis �sszs�ly� �t p{b
l q{ba;b) esetben: minim�lis �sszs�ly� �t p{b
l az �sszes t�bbi pontba;) esetben: minim�lis �sszs�ly� �t az �sszes pontp�r k�z�tt.Megjegyz�s: M�r a legegyszer�bbnek t�n
 a) esetben is (n � 2)! k�l�nb�z
 �tj�het sz�ba. Ezek sz�ma m�r 20{30 pont� gr�fban is irre�lisan nagy; a leggyor-sabb sz�m�t�g�pekkel sem kezelhet
. Intelligensebb m�dszert kell kital�lni.



Kombinatorika feladatok 83Nem ismeretes olyan elj�r�s, ami az a) esetet �gy oldan� meg, hogy k�zben nead�dna ki minden q 6= p{re a minimum, vagyis mell�kesen ne a teljes b) esetetoldan� meg. Ez�rt r�gt�n az ut�bbival kezdj�k az elemz�st.22. Jel�lj�k a b) esetben minden x 2 V {re a keresett minimumotW (x){szel! Nyil-v�nval�, hogy W (p) = 0. Tudsz-e tal�lni egyetlen q 6= p pontot, amire W (q)gyorsan meghat�rozhat�? !23. Tegy�k fel, hogy egy kismad�rm�r elsiseregte, hogy a p = x0; x1; x2; . . . ; xk�1pontokra mennyi a keresett W (xi).a) Hogyan keresn�l olyan xk 2 V pontot, amire k�nnyen meg�llap�that�W (xk)? �b) H�ny �sszehasonl�t�s kell xk kiv�laszt�s�hoz?24. (folytat�s) Tedd fel m�g, hogy minden x 2 V {re megs�gott a kismad�r egy{egyWspe(x) �rt�ket is, ami a p{b
l x{be vezet
 legols�bb olyan spei�lis �t�sszs�ly�t jelenti, aminek sak az x v�gpontja nins a fenti xi{k k�z�tt. H�ny�sszehasonl�t�s kell xk{nak �s az �sszes �j Wspe(x) �rt�knek a meghat�roz�-s�hoz? �Dijkstra{algoritmus:Adott: n pont�, m �l� G(V;E) ir�ny�tott gr�f w : E 7! R+ s�lyoz�ssal,tov�bb� egy kijel�lt p pont.Keresend
: minim�lis �sszs�ly� �t p{b
l az �sszes t�bbi pontba.Az el
z
 feladat Wspe(x) v�ltoz�it fogjuk haszn�lni, tov�bb� egy >jPontv�ltoz�t, ami az aktu�lis xk{t tartalmazza. Az elint�zett xi{ket aK�szPontokhalmaz tartalmazza.Iniializ�l�s:minden Wspe(x) := W (x) := 1, kiv�ve Wspe(p) := W (p) := 0.>jPont:= p, K�szPontok:= fpg.Ciklus n� 1{szer:(i) Minden (>jPont; x) 2 E, x =2 K�szPontok{raWspe(x) := minfWspe(x);W (>jPont) + w(>jPont; x)g.(ii) >jPont:= az az x =2 K�szPontok, amire Wspe(x) minim�lis.(iii) K�szPontok := K�szPontok [ f>jPontg(iv) W (>jPont) :=Wspe(>jPont)Megjegyz�s: A Wspe �s W v�ltoz�k k�z�l egy is el�g lenne, pl. W{ben v�g�l�gyis Wspe jelenik meg. Csak a k�nnyebb �rthet
s�g kedv��rt haszn�ltukmindkett
t.L�p�ssz�m: Az (i) r�sz d�(>jPont) l�p�s. A teljes elj�r�s sor�n ez �sszesenlegfeljebb m �sszehasonl�t�s.A (ii) r�sz �sszesen (n�1)+(n�2)+. . .+1 = �n2� �sszehasonl�t�st jelent (l�sd24. feladat).A t�bbi egy�tt O(n) l�p�s.Eszerint a teljes l�p�ssz�m O(m+ n2).



84 Elekes Gy:25. Adj elj�r�st arra, hogyan keresn�d meg s�lyozott �l� ir�ny�tott gr�fban adottpontb�l az �sszes t�bbihez nemsak a minim�lis odavezet
 �t �sszs�ly�t, hanemmagukat az utakat is. !� 26. Ritka gr�fokon (ahol m << �n2�) a minimumok kiv�laszt�s�hoz sz�ks�ges n2adja a l�p�ssz�m nagyj�t. Jav�tsd az algoritmust �gy, hogy O�(n +m) logn�l�p�sben m�k�dj�n! !6.3. Minim�lis k�lts�g� fesz�t
 f�kDEF. Ha a G(V;E) (ir�ny�tott vagy ir�ny�tatlan) gr�f �lein adott egy w : E ! R+s�lyf�ggv�ny (vagy k�lts�gf�ggv�ny vagy egyszer�en hossz�s�g), akkor s�lyo-zott �l� gr�fnak nevezz�k. N�ha megengedj�k, hogy w negat�v �rt�keket isfelvegyen; ezek az esetek �ltal�ban bonyolultabbak.Minim�lis fesz�t
 fa probl�m�ja:Adott: S�lyozott �l� ir�ny�tatlan, �sszef�gg
 gr�f.Keresend
: Olyan F fesz�t
 fa, melynek �sszs�lya (teh�t Xe2F w(e)) a le-het
 legkisebb.A probl�ma megold�s�hoz bevezet�sk�nt n�h�ny �szrev�telre lesz sz�ks�g�nk:27. Ha F tetsz
leges fa, e pedig egy olyan �l, amely F k�t pontj�t k�ti �ssze, akkortal�lhat� f 2 F �l, melyre (F n f) [ e is fa lesz. (Azaz f kiser�lhet
 e{re.) !28. Ha F1 �s F2 k�t fa ugyanazon a s�shalmazon, f1 2 F1 tetsz
leges �l, akkortal�lhat� f2 2 F2 �l, melyre (F1 n f1) [ f2 is fa lesz. !29. (folytat�s) Igaz-e, hogy az el
z
 feladat jel�l�seivel olyan f2 �l is l�tezik, melyrenemsak (F1 n f1) [ f2, de (F2 n f2) [ f1 is fa lesz? !Moh� algoritmusokDEF. �Moh� algoritmus" n�ven azokat az elj�r�sokat szok�s emlegetni, amelyek�gy rakj�k �ssze a keresett strukt�r�t, hogy mindig a pillanatnyilag legkedve-z
bb r�szeket v�lasztj�k ki, �s k�s
bb ezeket nem m�dos�tj�k. A fenti probl�-m�ra egy ilyen megold�s lehetne p�ld�ul a k�vetkez
:Moh� algoritmus minim�lis fesz�t
 fa keres�s�re (Kruskal):Rendezz�k sorba s�ly szerint n�vekv
leg a gr�f �leit: w(e1) � w(e2) � . . . �w(em) �s menj�nk v�gig rajtuk. Felt�tlen�l vegy�k be a f�ba e1{et �s e2{t;a t�bbib
l pedig pontosan azokat, amelyek az addig bev�lasztottakkal egy�ttnem tartalmaznak k�rt.



Kombinatorika feladatok 8530. Mutasd meg, hogy ez az elj�r�s mindig fesz�t
 f�t ad! (Hogy mennyire kis�sszs�ly�t, arra m�g visszat�r�nk.) !Megjegyz�s: A moh�s�g ritk�n vezet j�ra! N�h�ny p�lda:31. Mutass p�ld�t n�gy pont�, s�lyozott �l� gr�fra, amelyben a legols�bb n�gy�l� k�r keres�sekor a moh� elj�r�s (teh�t mindig a lehet
 legkisebb s�ly� �lv�laszt�sa) a minim�lisn�l sokkal (pl. sz�zszor) rosszabbat ad!32. Most s�lyozott pont� gr�fban keress�k a lehet
 legnagyobb �sszs�ly� pont-halmazt, melyek k�z�tt nem vezet egyetlen �l sem. Mutass olyan p�ld�t, ahola moh� m�dszerrel (mindig a lehet
 legnagyobb s�ly� pont v�laszt�s�val) amaximumnak sak t�red�k�t (pl. sz�zadr�sz�t) kaphatjuk!33. Ism�t s�lyozott �l� gr�fban keress�k a lehet
 legnagyobb �sszs�ly� �lhalmazt,melyeknek nins k�z�s v�gpontjuk. Mutass olyan p�ld�t, ahol a moh� m�dszera maximumnak kb. fel�t adja!34. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy az utols� feladatban enn�l rosszabb eset nemlehets�ges; a maximum legal�bb fel�t moh�n is mindig megkapjuk! !Megjegyz�s: A fenti p�ld�k alapj�n lesz igaz�n meglep
 a k�vetkez
 k�t feladat�ll�t�sa:35. Legyen a Kruskal{algoritmussal v�lasztott fa K, egy minim�lis �sszs�ly� pedigM ! Jel�lj�k K �leit a v�laszt�s sorrendj�ben k1; k2; . . . ; kn�1{gyel; M �leitpedig (ugyansak s�ly szerint n�vekv
leg) m1;m2; . . . ;mn�1{gyel. Tegy�k fel,hogy ki = mi, ha i < r, de kr 6= mr (azaz a k�t fa els
 r � 1 �le azonos, deaz r{edik m�r nem.) Mutasd meg, hogy l�tezik m�sik,M 0 minim�lis fesz�t
 fa,amelynek els
 r darab �le mind k�z�s K{val! !36. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy a Kruskal{f�le moh� fa mindig minim�lis fesz�t
fa! !A Kruskal{algoritmus n�h�ny v�ltozata.37. Kruskal ��vatos" algoritmusa:Rendezz�k s�kken
leg az �ls�lyokat: w(e1) � w(e2) � . . . � w(em). V�gig-menve rajtuk v�lasszunk ki bizonyos eik �leket a k�vetkez
 szab�ly szerint: haj < k{ra eij m�r megvan, akkor eik legyen az els
 olyan er, melyre ei1 ; ei2 , . . .,eik�1; er+1; er+2, . . . m�r nem lenne �sszef�gg
. (M�s sz�val az a �loz��a, hogysak akkor vesz�nk be egy �let, ha mindenk�ppen sz�ks�ges.) Bizony�tsd be,hogy �gy is minim�lis fesz�t
 f�hoz jutunk! !38. Mutass p�ld�t arra, amikor a 31. feladatra az ��vatos" algoritmus a minimum-nak kb. k�tszeres�t adja!Megjegyz�s: Nagyobb m�ret� gr�fon b�rmennyire (ak�r sz�zszor) rosszabbat iskaphatunk.39. Legyen adva a s�kban n pont azzal a megk�t�ssel, hogy a k�z�tt�k fell�p
 �n2�t�vols�g mind k�l�nb�z
. H�zzunk egyenes szakaszt minden pontb�l a hozz�legk�zelebb es
h�z! (Egy szakaszt k�tszer is beh�zhatunk.) Mutasd meg, hogy�gy nem keletkezhet z�rt soksz�gvonal! !



86 Elekes Gy:40. V�lasszuk ki egy s�lyozott �l� ir�ny�tatlan gr�f (ponthalmaza fv1; v2; . . . ; vng)minden egyes pontj�hoz a bel
le indul� �lek k�z�l a minim�lis s�ly�t; ha t�bbilyen van, akkor ezek k�z�l azt, amelynek m�sik v�gpontja a lehet
 legkisebbindex�. Bizony�tsd be, hogy a kiv�lasztott �lek erd
t alkotnak (azaz nem lehetk�zt�k k�r)! !41. (folytat�s) (Bor�uvka moh� algoritmusa:) Tegy�k fel, hogy a fenti �lekkiv�laszt�sa ut�n a keletkez
 erd
 komponenseit egy{egy pontt� vonjuk �ssze(megsz�ntetve az egy komponensen bel�li �leket, �s meghagyva az �j pontp�rokk�z�tt a k�t r�gi komponens k�z�tt men
 �lek k�z�l a legols�bbat). A keletkez
gr�fra kezdj�k el�lr
l az elj�r�st. Bizony�tsd be, hogya) legfeljebb log2 n ism�tl�s ut�n egyetlen pontb�l �ll� gr�fhoz jutunk;b) az elj�r�s sor�n kiv�lasztott �lek f�t alkotnak az eredeti gr�fban;) ez a fa minim�lis fesz�t
 fa! �Megjegyz�s: Egyre t�bb olyan sz�m�t�g�pet �p�tenek, amelyekben t�bb (gyak-ran sok ezer) proesszor egyszerre v�gzi a sz�m�t�sokat. (Magyarorsz�gon sajnosm�g sak mutat�ban van egy{kett
.) A fenti algoritmus ilyen g�pekre kiv�l�analkalmas.



Kombinatorika feladatok 87
7. fejezetHalmazrendszerek.1. Egy ulti-versenyen t��zen indultak. Mindig h�arom j�at�ekos �ul egy asztaln�al �esegy partit j�atszanak; azt�an �uj h�armas k�ovetkezik. Az els}o sz�unetben valakimegk�erdezte t}ol�uk, ki h�any j�atszm�at j�atszott. A v�alaszok: 4 4 3 3 2 3 4 3 2 4.Kilenen j�ol eml�ekeztek, egy rosszul | de }o is sak egyet t�evedett. T�obbet vagykevesebbet mondott?Szok�s szerint jX j az X halmaz elemsz�m�t jel�li a tov�abbiakban.Legyen H1; H2; . . . ; Hm az f1; 2; . . . ; ng alaphalmaz r�szhalmazainak tetsz
le-ges rendszere.DEF. Az i elem foka (jel�l�se di): ah�ny Hj{ben i benne van.2. Mutasd meg hogy, Xi�n di = Xj�m jHj j3. (folytat�s) Bizony�tsd be az el
z
 �ll�t�st abb�l is, hogy egy (ai;j) m�trixraXi Xj ai;j =Xj Xi ai;j ;azaz a sor�sszegek �sszege �s az oszlop�sszegek �sszege azonos.4. Tegy�k fel, hogy minden jHj \Hkj � 1, ha j 6= k. Bizony�tsd be, hogya) X�di2� � �m2�;b) X�jHij2 � � �n2�:5. Legyen jH j = n �es A1; A2; . . . ; An � H (nem sajt�ohiba: m = n) supa k�ul�on-b�oz}o r�eszhalmazok. Bizony��tand�o: l�etezik x 2 H , hogy A1�fxg; A2�fxg, . . .,An � fxg is supa k�ul�onb�oz}oek.6. Legyenek fA1; A2; . . . ; A(nk)g egy n elem� halmaz �sszes k elem� r�szei; k <n=2. Mutasd meg, hogy kiv�laszthat� �nk� darab k�l�nb�z
 k + 1 elem� Bi,hogy minden 1 � i � �nk�{ra Ai � Bi. �



88 Elekes Gy:
7.1. Helly t��pus�u t�etelekA most ismertetend}o t�etelk�or egy Hellyt}ol sz�armaz�o eredm�enyr}ol kapta nev�et:Helly t�etele a s��kban. Ha a s��k K1;K2; . . . ;Kn konvex halmazai k�oz�ulb�armely h�aromnak van k�oz�os pontja, akkor az �osszesnek is van.7. Mutasd meg, hogy az �all��t�as igaz n = 4{re! �8. (folytat�s) Bizony��tsd be Helly t�etel�et! �Helly t�etele egy�eb dimenzi�okban is kimondhat�o. K�ozismert az egydimenzi�osv�altozat:9. Ha a sz�amegyenes v�eges sok (pl. legyenek z�artak, de m�as t��pusokra is igaz)intervalluma k�oz�ul b�armely kett}o egym�asba metsz, akkor van olyan pont, amiminden intervallumban benne van. !Helly t�etele d dimenzi�oban. HaRd K1;K2; . . . ;Kn konvex halmazai k�oz�ulb�armely d+ 1{nek van k�oz�os pontja, akkor az �osszesnek is van.10. Mutass az egyenesen (s��kban, t�erben, Rd{ben)a) korl�atos, de nem z�art;b) z�art, de nem korl�atos konvex halmazokb�ol v�egtelen sokat, amelyek k�oz�ottb�armely kett}o (h�arom, n�egy, . . . ; d + 1) egym�asba metsz, m�egsins az�osszesnek k�oz�os pontja. (Vagyis tov�abbi felt�etelek n�elk�ul v�egtelenre nem�altal�anos��that�o a Helly{t�etel!) !V�egtelen Helly{t�etel d dimenzi�oban. Ha Rd ak�arh�any z�art korl�atoskonvex halmaza k�oz�ul b�armely d+1{nek van k�oz�os pontja, akkor az �osszesnekis van.(A bizony��t�as egy analitikus seg�edt�etelb}ol k�ovetkezik:Ha Rd ak�arh�any korl�atos z�art halmaza k�oz�ul b�armely v�eges soknakvan k�oz�os pontja, akkor az �osszesnek is van.(Ez a Borel{f�ele fed�esi lemm�aval ekvivalens.)Megjegyz�s: �Erdekes (�es gyakran hasznos), hogy el�eg egyetlen halmazr�olmegk�o-vetelni a korl�atoss�agot:Er}os v�egtelen Helly{t�etel d dimenzi�oban. Ha Rd ak�arh�any z�art kon-vex halmaza k�oz�ul b�armely d+ 1{nek van k�oz�os pontja a korl�atos z�art konvexH{ban, akkor az �osszesnek is van.11. Bizony��tsd be az er}os v�egtelen v�altozatot a v�eges t�etelb}ol �es az eml��tett anali-tikus seg�edt�etelb}ol!



Kombinatorika feladatok 8912. Ha a s��k v�eges sok pontja k�oz�ul b�armely h�arom lefedhet}o egy r sugar�u k�orlemez-zel, akkor az �osszes is.13. Tegy�uk fel, hogy egy s��kbeli ponthalmazban nem fordul el}o D{n�el nagyobbt�avols�ag. Fedhet}o-e biztosana) r = D=2 sugar�u k�orrel;b) r = D sugar�u k�orrel? !14. Ha egy H h�aromsz�og leghosszabb oldala a, akkor H befoglalhat�o alkalmask�oz�eppont�u r = a=p3 sugar�u k�orbe! �Jung t�etele. Ha egy s��kbeli (v�eges vagy v�egtelen) ponthalmazban nins D{n�el nagyobb t�avols�ag, akkor a halmaz lefedhet}o D=p3 sugar�u k�orrel.15. Bizony�tsd be Jung t�etel�et v�eges halmazokra! !16. (folytat�s) Bizony�tsd be Jung t�etel�et tetsz}oleges v�egtelen halmazokra is! !17. Ha a s��k v�eges sok pontja k�oz�ul b�armely h�arom lefedhet}o egy adott K konvexhalmaz valamelyik eltoltj�aval, akkor az �osszes is.� 18. Bizony�tsd be, hogy a s��k (t�er, . . . ;Rd) b�armely korl�atos konvex halmaz�anakvan olyan pontja, mely a rajta �atmen}o h�urokat legfeljebb 2:1 (3:1, . . . ; d:1)ar�anyban osztja!DEF. A s��k (t�er, Rd) egy korl�atos ponthalmaz�anak entruma olyan pont, ame-lyen �atmen}o b�armely egyenes (s��k, hipers��k) �altal lev�agott darabok (a z�artf�els��kokba, f�elterekbe es}o r�eszek) m�erete az eredetinek legal�abb 13{a (14{e, . . .,1d+ 1{ed r�esze).Megjegyz�s: Csak korl�atos halmazokkal foglalkozunk. Ezen bel�ul k�et alap{eset�erdekes:(i) ha a halmazok v�eges sok pontb�ol �allnak; ekkor a r�eszek m�erete a da-rabsz�amuk;(ii) ha ter�ulet�uk pozit��v; akkor ez a m�er}osz�am.T�etel. Minden korl�atos ponthalmaznak van entruma.19. Egy ny��lt vagy z�art f�els��kra (f�elt�erre) mondjuk azt, hogy rossz, ha benne a hal-maznak kevesebb, mint 1/3 (1/4, . . . ; 1=(d+1){ed) r�esze van. Mutasd meg, hogyegy pont akkor �es sak akkor nem entrum, ha valamely rossz ny��lt f�els��kban(f�elt�erben) van! !20. (folytat�s) Bizony�tsd be a fenti t�etelt! �Lehet-e jobbat mondani konvex halmazokra? A szab�alyos h�aromsz�og s�uly-pontj�an �atmen}o egyenesek p�eld�aja azt mutatja, hogy nem v�arhat�o jobb, mintaz eg�esz alakzat 4/9{ed r�esze. Ez viszont mindig el is �erhet}o:T�etel. Tetsz}oleges s��kbeli korl�atos konvex halmaz ter�ulet�et a s�ulypontj�an�atmen}o b�armely egyenes 4:5 vagy egyenletesebb ar�anyban osztja.� 21. Ha a s��k bizonyos egys�egk�orei k�oz�ul b�armely kett}onek van k�oz�os pontja, akkorlefoghat�ok h�arom ponttal.



90 Elekes Gy:22. A s��k bizonyos konvex halmazaib�ol b�armely kett}onek van k�oz�os pontja. Igaz-e,hogy lefoghat�ok h�arom ponttal?23. Ha egy intervallumrendszer b�armely s + 1 tagja lefoghat�o s ponttal, akkor az�osszes is.24. Egy fa T1; T2; . . . ; Tn r�eszf�ai k�oz�ul b�armely kett}onek van k�oz�os s�usa. Bi-zony��tand�o: az �osszesnek is van.Igaz-e hasonl�o �all��t�as s�usok helyett �elekre?25. Ha egy r�eszben rendezett halmaz b�armely k�et maxim�alis m�eret}u antil�an�anakvan k�oz�os eleme, akkor az �osszesnek is van.26. Ha egy legfeljebb h�aromelem}u halmazokb�ol �all�o halmazrendszerben b�armelylegfeljebb n�egynek van k�oz�os eleme, akkor az �osszesnek is van. Mutass p�eld�at,hogy n�egy helyett nem el�eg h�armat megk�ovetelni!27. (folytat�s) Ha egy legfeljebb r elem}u halmazokb�ol �all�o rendszerben b�armelylegfeljebb r+1{nek van k�oz�os eleme, akkor az �osszesnek is van. Mutass p�eld�at,hogy r + 1 helyett nem el�eg r{et megk�ovetelni!28. Ha egy fa n�eh�any r�eszf�aja k�oz�ul b�armely s + 1 lefoghat�o s ponttal, akkor az�osszes is.29. d � 2 dimenzi�os konvex halmazokra nem igaz hasonl�o: m�ar R2{ben is meg-adhat�o (b�armely p�aratlan s{re) s darab konvex halmaz, melyek k�oz�ul b�armelys� 1 lefoghat�o k�et ponttal, de az �osszes nem.7.2. Ramsey t�etelei halmazrendszerekre.Ebben a szakaszban halmazrendszerek sz��nez�eseivel foglalkozunk. Mindig egy(v�eges vagy v�egtelen) alaphamaz r elem}u r�eszeit sz��nezz�uk, valamilyen r term�e-szetes sz�amra. VIGY�AZAT!! Ez pl. r = 3 eset�en azt jelenti, hogy sem a pontok(elemek), sem a p�arok (�elek), sem a 3{n�al t�obb elem}u r�eszek nem kapnak sz��nt| sak a h�armasok. �Ugy is k�epzelhetj�uk, hogy kis �edul�akra ��rjuk a 3 elem}ur�eszhalmazokat, egy-egy �edul�ara egyet-egyet, �es a �edul�ak lehetnek pirosak,k�ekek, esetleg m�as sz��n}uek is. M�ask�epp, ha az alaphalmaz elemei a h�aromdimenzi�os t�er pontjai, akkor az �osszes ponth�armasra egy-egy sz��nes pap��rb�olkiv�agott h�aromsz�oget er}os��t�unk (n pont eset�en �n3�{at). Persze r > 3 eset�en ezut�obbi szeml�eltet�es nem m}uk�odik.30. Tegy�uk fel, hogy egy H0 v�egtelen alaphamaz �osszes 3 elem}u r�eszhalmazaitkisz��nezt�uk pirosra vagy k�ekre. Vegy�unk ki egy x0 2 H0 elemet. Biztosanl�etezik-eH1 � H0�fx0g v�egtelen r�eszhalmaz,melynek b�armely k�et y; z elem�ereaz fx0; y; zg h�armas ugyanolyan sz��n}u?(V�egtelen sok y; z p�ar persze lesz, melyekre az fx0; y; zg h�armasok azoanossz��n}uek; de nem ez a k�erd�es.) !



Kombinatorika feladatok 91� 31. (folytat�s) Lesz-e olyan v�egtelen r�eszhalmaz is, melynek minden 3{asa azonossz��n}u? !V�egtelen Ramsey t�etel halmazrendszerekre. Egy H0 v�egtelen alap-hamaz �osszes r elem}u r�eszhalmaz�at kisz��nezte valaki pirosra vagy k�ekre. Bizo-ny�tsd be, hogy keletkezett olyan v�egtelen r�eszhalmaz, melynek minden r{eseazonos sz��n}u.32. Igazold a fenti t�etelt! !Ramsey t�tele v�ges gr�fokra. Tetsz
leges k, l �s r term�szetes sz�mok-hoz van olyan Rr(k; l), hogy egy n � Rr(k; l) elem}u alaphalmaz r{eseit pirossal�s k�kkel sz��nezve biztosan tal�alhat�o lesz vagy olyan k elem}u r�eszhalmaz, mely-nek minden r{ese piros, vagy olyan l elem}u r�eszhalmaz, melynek minden r{esek�ek.33. Igazold ezt a t�etelt is! !Megjegyz�s: A t�etel t�obb (ak�arh�any) sz��nre is �altal�anos��that�o.Egy alkalmaz�as: nagy konvex soksz�ogekAz alapk�erd�es:Igaz-e, hogy el�eg sok (�altal�anos helyzet}u) pont k�oz�ul kiv�alaszthat�onagy konvex soksz�og?Pre��zebben:L�etezik-e mindenm{hez olyanK, hogy ha n � K pont k�oz�ul semelyikh�arom sins egy egyenesen, akkor kiv�alaszthat�om darab, amelyek egykonvex m{sz�og s�usait alkotj�ak?A probl�em�at Erd}os �es Szekeres vetette fel; az itt k�ovetkez}o eredm�enyek ist}ol�uk sz�armaznak. Kiindul�o �eszrev�etel�uk a k�ovetkez}o volt:34. A s��k �ot �altal�anos helyzet}u pontja k�oz�ott mindig van n�egy, amelyek konvexn�egysz�oget hat�aroznak meg. �A k�erd�es e feladatban szerepl}o, igen spei�alis eset�enek seg��ts�eg�evel (�es fel-haszn�alva Ramsey t�etel�et) megoldott�ak az �altal�anos probl�em�at is:� 35. Bizony�tsd be, hogy a sejt�es minden m{re igaz! �K�ovetkez}o k�erd�es�uk a legkisebb alkalmasK meghat�aroz�asa lett volna. A tov�ab-biakban ezt K(m){mel jel�olj�uk. Sajnos ennek �ert�ek�et nem siker�ult pontosanmeghat�arozniuk; megoldottak viszont egy rokon feladatot, amib}ol j�o besl�esad�odott K(m){re is.



92 Elekes Gy:Konvex��vek.Ha az ember megpr�ob�al adott pontokb�ol nagy konvex r�eszt �osszerakni, �es k�etkis ponthalmazt m�ar tal�alt, ezek nem felt�etlen�ul illeszthet}ok �ossze egy nagykonvex darabb�a. Ehhez az is sz�uks�eges, hogy �egym�as fel�e" legyenek nyitottak;pl. az egyik lefel�e, a m�asik felfel�e. (Persze �onmag�aban m�eg ez sem el�egs�eges!)DEF. A Q1; Q2; . . . ; Qk pontsorozat konvex (konk�av) ��v, ha az x koordin�at�akn�ovekv}oek �es a QiQi+1 szakaszok meredeks�ege monoton n}o (s�okken). M�as-sz�oval akkor, ha van olyan konvex (konk�av) f�uggv�enyg�orbe, amelyre a Qi pon-tok illeszkednek.� 36. Mutasd meg, hogy ha n � R3(k; l) �altal�anos helyzet}u pont k�oz�ott nins kett}oegym�as alatt, akkor tartalmaznak vagy k pont�u konvex, vagy l pont�u konk�av��vet! !37. (folytat�s) Milyen besl�es ad�odik K(m){re az el}oz}o feladatb�ol? !Lehets�eges, hogy kevesebb pont nem is el�eg? Megpr�ob�altak nagy ponthalmazttal�alni, amiben nins se k pont�u konvex ��v, se l pont�u konk�av.� 38. Mutass �k + l � 4k � 2 � ilyen pontot! �Enn�el t�obbet nekik sem siker�ult tal�alniuk. Bebizony��tott�ak h�at, hogy nem islehet:T�etel. (Erd}os{Szekeres) Ha a s��k �k + l � 4k � 2 �+1 �altal�anos helyzet}u pontjak�oz�ott nins kett}o egym�as alatt, akkor tartalmaznak vagy k pont�u konvex, vagyl pont�u konk�av ��vet!39. Milyen besl�es ad�odik K(m){re a t�etelb}ol? !A fenti t�etel bizony��t�as�ahoz egy Ramsey{t��pus�u seg�edt�etelt haszn�altak.DEF. Rendelj�unk a P1; P2; . . . ; Pn pontokon adott teljes gr�af �eleihez tetsz}olegesenw(PiPj) s�ulyokat! Az i0 < i1 < . . . < ir indexek �altal meghat�arozott pont-sorozat szomsz�edos tagjait �osszek�ot}o ej = (Pij�1Pij ) �elek monoton n�ov}o(s�okken}o) �ell�anot alkotnak, ha w(e1) � w(e2) � . . . � w(er) (illetve haw(e1) � w(e2) � . . . � w(er)).Erd}os{Szekeres Lemma. Ha n � �k + l � 4k � 2 � + 1, akkor a fenti s�ulyozott�el}u teljes gr�afban vagy van k pont�u monoton n�ov}o, vagy van l pont�u monotons�okken}o l�an.



Kombinatorika feladatok 9340. Mutasd meg, hogyan k�ovetkezik a lemm�ab�ol a t�etel! !A lemma bizony��t�asa:I. Rendelj�unk hozz�a minden e �elhez egy ha(e); b(e)i sz�amp�art �ugy, hogy a(e)ill. b(e) jel�oli a leghosszabb olyan n�ov}o ill. s�okken}o �ell�an hossz�at, melynekels}o tagja e.II. Azt mondjuk, hogy az e1 = (PiPj1) jobb az azonos kezd}opont�u e2 =(PiPj2 ) �eln�el, ha a(e1) � a(e2), b(e1) � b(e2) �es legal�abb az egyik egyen-l}otlens�eg szigor�u.III. Az e �el a Pi kezd}opontb�ol n�ezve maxim�alis, ha nins vele azonos kezd}o-pont�u, n�ala jobb �el.IV. V�eg�ul minden 0 � i � n {re rendelj�uk hozz�a a Pi ponthoz a k�ovetkez}ohalmazt:Hi = fha(e); b(e)i j e kezd}oponja Pi �es onnan n�ezve maxim�alisg:Vizsg�aljuk meg a fenti Hi{k tulajdons�agait:41. Bizony�tsd be, hogy(i) i 6= j{re Hi 6= Hj ;(ii) Hi-t egy�ertelm}uen meghat�arozz�ak a sz�amp�arokban szerepl}o a-k ill. b-khalmazai. �42. (folytat�s) Bizony��tsd be a fenti feladat seg��ts�eg�evel az Erd}os{Szekeres lemm�at!��Ujra a konvex soksz�ogek.�� 43. Mutass 2k �altal�anos helyzet}u pontot, amelyek k�oz�ott nins konvex k +2{sz�og!!Az el}oz}o �es a 39. feladat szerint teh�at2m�2 + 1 � K(m) � �2m� 4m� 2 �+ 1 = O(4m=pm):Sejt�es: a bal oldali egyenl}otlens�eg az �eles.



94 Elekes Gy:
7.3. V�ges geometri�k (Sz}onyi Tam�as nyom�an)44. Adj meg egy 7 elem� alaphalmazon 7 darab olyan 3 elem� r�szhalmazt, hogyb�rmely kett
nek pontosan egy k�z�s eleme legyen! �DEF. V�ges geometria egy alaphalmaz olyan r�szhalmazainak rendszere, melyekk�zt(i) b�rmely kett
nek pontosan egy k�z�s eleme van;(ii) az alaphalmaz b�rmely k�t eleme egy�tt benne van valamely kijel�lt r�sz-halmazban.Megjegyz�s: Ha az alaphalmazt s�knak, a kijel�lt r�szhalmazokat �egyenesek"{nek k�pzelj�k, akkor (i) �s (ii) �ppen a pontok �s az egym�ssal nem p�rhuzamosegyenesek illeszked�s�nek axi�m�i. Innen az elnevez�s.45. Mutasd meg, hogy az el
z
 feladat felt�teleinek eleget tev
 halmazrendszersz�ks�gk�ppen v�ges geometria! !46. (folytat�s) Van-e m�s, nem supa h�romelem� halmazb�l �ll� v�ges geometria7 elemen? !DEF. Egy v�ges geometria szab�lyos, ha van benne n�gy �ltal�nos helyzet� pont,azaz n�gy olyan, melyek k�z�l semelyik h�rom nins egy egyenesen. Ellenkez
esetben elfajul�.P�ld�ul a 44.feladat megold�s�ban szerepl
 v�ges geometria szab�lyos; az el
-z
ben mutatott elfajul�.47. Legyen E egy v�ges geometria egy egyenese, p tetsz
leges pont, melyre p =2 E.Mutasd meg, hogy p{t pontosan jEj darab egyenes tartalmazza! !Megjegyz�s: A k�vetkez
 feladatban r�szben t�rt�neti okokb�l szerepel elem-sz�mk�nt q + 1 (�s nem q), de m�r itt is | �s a k�s
bbiekben m�g ink�bb |ez a jel�l�s sokkal k�nyelmesebb lesz.48. Bizony�tsd be, hogy b�rmely szab�lyos v�ges geometri�hoz van olyan (egyetlen)q term�szetes sz�m, hogy(i) b�rmely E egyenesre jEj = q + 1;(ii) minden pont �ppen q + 1 egyenesre illeszkedik;(iii) az alaphalmaz q2 + q + 1 elem�;(iv) a v�ges geometria q2 + q + 1 egyenesb
l �ll. �DEF. Ezt a q{t nevezz�k a v�ges geometria rendj�nek.49. Tegy�k fel, hogy l�tezik q elem� F v�ges test! Vegy�k az F {beli elemek h�romhossz�s�g� sorozatait! (Ezek F felett h�rom dimenzi�s vektorteret alkotnak.)Hagyjuk ki k�z�l�k a (0; 0; 0) vektort �s a marad�kon de�ni�ljuk a k�vetkez
ekvivalenia{rel�i�t:(x; y; z) � (kx; ky; kz) ha k 2 F n f0g



Kombinatorika feladatok 95a) Mutasd meg, hogy ez val�ban ekvivalenia{rel�i�!b) Mekkor�k az ekvivalenia{oszt�lyok �s h�ny van bel
l�k?) q = 2{re �s 3{ra mik ezek az ekvivalenia{oszt�lyok? �50. Tetsz
leges (a; b; ) 2 F3 n f(0; 0; 0)g{hoz rendelj�k azax+ by + z = 0egyenletnek eleget tev
 ekvivalenia{oszt�lyok halmaz�t!a) H�ny elem�ek ezek a halmazok?b) h�ny k�l�nb�z
 ilyen halmaz van?) q = 2{re mik ezek a halmazok? !51. (folytat�s) Mutasd meg, hogy az el
z
 egyenlettel de�ni�lt halmazok a fentiekvivalenia{oszt�lyokon szab�lyos v�ges geometri�t alkotnak!Megjegyz�s: q = p� elem� v�ges test mindig l�tezik.K�vetkezm�ny: Ha q pr�mhatv�ny, akkor k�sz�thet
 q{adrend� v�ges geo-metria.Megjegyz�s: Megoldatlan, hogy mely n{ekre l�tezik n{edrend� v�ges geometria.Az egyetlen �ltal�nos eredm�ny ebben az ir�nyban az al�bbi:(Bruk{Ryser t�tel): Ha n � 1 vagy 2 (mod 4), akkor n{edrend� v�gesgeometria sak akkor l�tezhet, ha n el
�ll k�t n�gyzetsz�m �sszegek�nt.Ebb
l p�ld�ul k�vetkezik, hogy hatodrend� s�k nins. Tizedrend� s�k l�tez�s�t et�tel m�g nem z�rja ki; sok�ig megoldatlan volt, hogy l�tezik-e egy�ltal�n. 1990k�or�ul bizony�tott�k be kanadai matematikusok (sz�m�t�g�p seg�ts�g�vel), hogyilyen s�k sins. Ez nem kis feladat! Egy 111 elem� halmaz 11 elem� r�szeir
lvan sz�; ilyen t�bb, mint 1020 darab van. Ezekb
l kellene 11{et kiv�lasztani.Ezek v�gign�z�s�hez nem el�g a g�p; �tlet is kell.Latin n�egyzetekDEF. Latin n�egyzetnek nevez�unk egy n� n{es t�abl�azatot, melynek minden elemeaz 1; 2; . . . ; n sz�amok egyike, ha minden sorban �es minden oszlopban mindensz�am pontosan egyszer fordul el}o.K�et n � n{es latin n�egyzet ortogon�alis, ha �egym�asra helyezve" }oket, mindaz n2 lehets�eges sz�amp�ar megjelenik (�es ��gy mindegyik pontosan egyszer).� 52. Mutasd meg, hogy n � 2{re akkor �es sak akkor l�etezik n{edrend}u v�ges geo-metria, ha l�etezik n� 1 darab p�aronk�ent ortogon�alis n� n{es latin n�egyzet!53. Tegy�uk fel, hogy valamilyen k{ra �es n{re l�etezik k darab, p�aronk�ent ortogon�alisn�n{es latin n�egyzet. Igaz-e, hogy olyanok is l�eteznek, amelyek mindegyik�ebena bal fels}o elem azonos?54. Mutasd meg, hogy semmilyen n � 2{re sem l�etezhet n darab p�aronk�ent orto-gon�alis n� n{es latin n�egyzet!



96 Elekes Gy:Vegyes feladatok55. Tegy�k fel, hogy valaki k�t oszt�lyba osztotta egy n{edrend� v�ges geometriapontjait, pl. piros �s k�k sz�nnel sz�nezte 
ket. Jel�lje pE ill. kE a piros ill. k�kpontok sz�m�t egy E egyenesen, �s nevezz�k az egyenest egyenletesnek, hapE = kE .a) Bizony�tsd be, hogy legfeljebb n2 egyenes lehet egyenletes!b) Keress minden p�ratlan n{re olyan p�ld�t, ahol val�ban van is ennyi!) Mutasd meg, hogy az ilyen p�lda l�nyeg�ben egy�rtelm� (a pontok permu-t�i�j�t�l eltekintve).56. Az el
z
 feladat jel�l�seivel igazold, hogyXE (pE � kE)2sak a piros �s k�k pontok sz�m�t�l f�gg.DEF. Egy szab�lyos n2 + n + 1 -sz�g s�sainak valamely r�szhalmaz�t teljesenszab�lytalannak nevezz�k, ha a pontok k�z�tti �sszes t�vols�g k�l�nb�z
.57. Ha az eml�tett soksz�gnek l�tezik n+1 pont� teljesen szab�lytalan r�szhalmaza,akkor ennek elforgatottjai mint egyenesek v�ges geometri�t alkotnak.58. (folytat�s) Mutasd meg, hogy a szab�lyos 43{sz�gnek nins 7 pont� teljesenszab�lytalan r�sze!59. Keress negyedrend� v�ges geometri�t!DEF. Egy ponthalmazt akkor nevez�nk �ltal�nos helyzet�nek, ha semelyik h�rompontja sem illeszkedik egy egyenesre.60. Legfeljebb h�ny �ltal�nos helyzet� pontot lehet kiv�lasztani? !61. (folytat�s) Bizony�tsd be, hogy ha n p�ratlan, akkor legfeljebb n+ 1{et lehet!!DEF. Egy v�ges geometria pontjainak S r�szhalmaza lefog� pontrendszer, ha min-den egyenes tartalmaz S{beli pontot.62. a) Mutasd meg, hogy n pont nem foghatja le az �sszes egyenest;b) n+ 1 is sak akkor, ha mind egy egyenesen van;) �ltal�nos helyzet� ponthalmaz sose lehet j�.DEF. Egy v�ges geometria du�lis�t �gy kapjuk, hogy az egyeneseknek pontokat, apontoknak egyeneseket feleltet�nk meg. Pontosabban:��j pontok": a r�gi egyenesek.��j egyenesek": az ��j pontok" olyan r�szhalmazai, amelyeknek megfelel
r�gi egyenesek egy (r�gi) ponton mennek �t.Megjegyz�s: Van olyan v�ges geometria, amely nem izomorf a du�lis�val. Alegkisebb ilyen p�lda 91 pont�.



Kombinatorika feladatok 9763. De�ni�ld a lefog� egyenesrendszer fogalm�t �s mondj r� az el
z
 feladat a)-b)-)r�szeihez hasonl� �ll�t�sokat!64. B�rmely p2n elem� vagy kisebb �ltal�nos helyzet� ponthalmaz kib
v�thet
nagyobb �ltal�nos helyzet�v�. �65. Ha n p�ros, akkor b�rmely n + 1 darab �ltal�nos helyzet� P1; P2; . . . ; Pn+1ponthoz van egyetlen Pn+2, hogy a kib
vitett ponthalmaz is �ltal�nos helyzet�.!66. A mod p feletti v�ges geometri�ban adj meg p + 1 �ltal�nos helyzet� pontot!(p pr��m.) !67. Legyen r r�gz�tett term�szetes sz�m! Legfeljebb h�ny pontot v�laszthatunkki egy n{edrend� v�ges geometri�b�l, ha minden egyenesr
l sak r{et vagykevesebbet vehet�nk? !68. (folytat�s) Mutasd meg, hogy rn�n+r ilyen pont sak akkor l�tezhet, ha rjn.Megjegyz�s:1. A fenti m�ret� alkalmas ponthalmaz l�tez�s�re �ltal�nos el�gs�ges felt�telnem ismert. Annyit lehet tudni, hogy n = 2m eset�n az rjn felt�tel el�gs�gesis; n = 3m, r = 3{ra azonban kev�s.2. Az el
z
 feladat a 61. probl�ma �ltal�nos�t�sa; ott r = 2.69. K�sz�ts ��j axi�marendszert" a v�ges geometri�kra, amely sak a halmazok(vagyis az alaphalmaz, az egyenesek �s ezek metszetei) m�ret�re vonatkoz�felt�telekb
l �ll! (l�sd 48. feladat.) !70. n2 + n + 1 elemen (most nins v�ges geometria !) keress�nk lehet
leg kev�sn+ 1{es r�szt, hogy(i) b�rmely kett
nek legyen k�z�s eleme, �s(ii) a halmazrendszer az (i) tulajdons�gra n�zve maxim�lis (azaz nem b
v�t-het
) legyen!Mutasd meg, hogya) legal�bb n+ 2 kell;b) ennyi el�g is, ha n p�ratlan.71. Ha n > 2, akkor van olyan lefog� ponthalmaz, ami nem tartalmaz egyenest.!Probl�ma: (Erd
s P.) L�tezik-e olyan (n{t
l f�ggetlen)  konstans, hogyb�rmely v�ges geometri�ban tal�lhat� lefog� ponthalmaz, amely minden egye-nesr
l legfeljebb  darab pontot tartalmaz?Megjegyz�s: A  konstans helyett logn{nel az �ll�t�s igaz.72. Ha a H lefog� ponthalmaz nem tartalmaz egyenest �s jH j > npn + 1, akkoregy alkalmasan v�lasztott pontj�nak elhagy�sa ut�n is lefog� marad.Megjegyz�s: (Pelik�n{Bruen t�tel) Ha a H lefog� ponthalmaz nem tartal-maz egyenest, akkor jH j � n +pn + 1, �s egyenl
s�g sak akkor �llhat fenn,ha l�tezik pn elem� v�ges geometria.Sejt�s: mod p feletti v�ges geometri�ban jH j � 32p.



98 Elekes Gy:
7.4. Klasszikus extrem�lis halmazrendszerekSperner t�tele73. H�ny r�szhalmaz�t tudod kiv�lasztani az f1; 2; . . . ; ng halmaznak, ha semelyikkett
 sem tartalmazhatja egym�st? �DEF. Sperner{rendszer{nek nevezz�k az fA1; A2; . . . ; Amg halmazrendszert, hai 6= j eset�n Ai 6� Aj .DEF. Az A1 � A2 � . . . � An � f1; 2; . . . ; ng b
v�l
 halmaz{sorozatot l�nnaknevezz�k. A l�n elemei az Ai halmazok.74. Sperner{rendszer egy l�nnak sak egy elem�t tartalmazhatja.DEF. Teljes l�n n elem� halmazon: ; = A0 � A1 � . . . � An = f1; 2; . . . ; ng, haminden i � n{re jAij = i.75. H�ny k�l�nb�z
 teljes l�n van az f1; 2; . . . ; ng halmazon? !76. X � f1; 2; . . . ; ng h�ny teljes l�nban van benne? !77. Mely X{eket tartalmazza a legkevesebb teljes l�n? �78. Bontsd fel az f1; 2; . . . ; ng �sszes r�szhalmazainak rendszer�t � nbn=2� (nem fel-t�tlen�l teljes) l�nra! �Sperner t�tele: Ha A1; A2; . . . ; Am Sperner{rendszer az f1; 2; . . . ; ng alap-halmazon, akkor m � � nbn2 �:Egyenl
s�g sak akkor �llhat fenn, ha minden Ai vagy bn2 , vagy dn2 e elem�.(P�ros n{re sak n2 lehet.)79. Bizony�tsd be a Sperner{t�telben szerepl
 egyenl
tlens�geta) a 77. feladatb�l;b) a 78. feladatb�l! �80. Legyen n p�ratlan, 0 < k < � nbn=2� �s vegy�nk k darab tetsz
leges bn=2 elem�,tov�bb� � nbn=2� � k darab tetsz
leges dn=2e elem� r�szhalmazt. Mutasd meg,hogy lesz ezek k�z�tt k�t, egym�st tartalmaz�! �81. Bizony�tsd be, hogy Sperner t�tel�ben sak az ott felsorolt halmazrendszerekreteljes�l egyenl
s�g! �



Kombinatorika feladatok 9982. Legyen H1; H2; . . . ; Hm az f1; 2; . . . ; ng alaphalmaz bizonyos r�szhalmazainakolyan rendszere, hogy Hi 6� Hj ha i 6= j. Jel�lj�k mk{val a k elem� Hi{ksz�m�t! (k � n:) Bizony�tsd be, hogynXk=0 mk�nk� � 1:� 83. a1; a2; . . . ; an legyenek adott pozit�v sz�mok, melyekre ai � 1 minden i{re. Abel
l�k k�pezhet
 (ak�rh�ny ai{t tartalmaz�) 2n darab �sszeg k�z�l legfeljebbh�ny eshet egy egys�gnyi hossz�s�g� ny�lt intervallumba?Erd
s{Ko{Rado t�tel84. Legyen k �s n adott term�szetes sz�m. H�ny k elem� r�szhalmaz�t tudod ki-v�lasztani az f1; 2; . . . ; ng halmaznak, ha b�rmely kett
nek metszenie kell egy-m�st? �85. Egy szab�lyos n{sz�g s�sainak h�ny k�l�nb�z
 k elem� r�sz�t lehet kiv�lasz-tani �gy, hogy(i) mindegyik egym�st k�vet
 s�sokb�l �lljon, azaz valamely i{re fi; i +1; . . . ; i+ k � 1g (mod n) alak� legyen;(ii) b�rmely kett
nek legyen k�z�s pontja. �Erd
s{Ko{Rado t�tele: Ha k � n=2 �s az A1; A2; . . . ; Am � f1; 2; . . . ; nghalmazokb�l b�rmely kett
 metszi egym�st, akkorm � �n� 1k � 1�:86. Bizony�tsd be az Erd
s{Ko{Rado t�telt! �M�eg k�et Erd
s t�telMekkora lehet egy halmazrendszer, ha sak annyit tesz�nk fel r�la, hogy teljes�tia v�ges geometri�k (i) felt�tel�t?Erd
s{DeBruijn t�tele: LegyenekH1; H2; . . . ; Hm egy n elem� alaphalmazolyan r�szhalmazai, melyekre jHi \ Hj j = 1, ha i 6= j. Ekkor m � n; tov�bb�m = n akkor �s sak akkor, ha a halmazrendszer egy (esetleg elfajul�) v�gesgeometria.Megjegyz�s: E t�tel �ltal�nos�t�sa (b�r az extr�m rendszerekr
l nem mondsemmit) a k�s
bb szerepl
 Bose{Fisher{Ryser t�tel.



100 Elekes Gy:DEF. Egy X1; X2; . . . ; Xk halmazrendszert �{rendszernek nevez�unk, ha mindeni < j � k{ra az Xi \Xj k�oz�os r�eszek azonosak (esetleg mindny�ajan �uresek islehetnek).Erd
s{DeBruijn t�tel. Ha egy r elem}u halmazokb�ol �all�o halmazrendszert�obb, mint r!(k � 1)r (k�l�nb�z
) halmazb�ol �all, akkor kiv�alaszthat�o bel}ole ktag�u �{rendszer.87. Igazold a fenti t�etelt. !Probl�ema (Erd}os). L�etezik-e olyan  > 0 konstans, hogy k darab (k�l�n-b�z
) 3 elem}u halmazb�ol mindig kiv�alaszthat�o k tag�u �{rendszer?7.5. Lin�ris algebrai m�dszerekBose{Fisher{Ryser t�telT�tel: Legyenek H1; H2; . . . ; Hm egy n elem� halmaz r�szhalmazai. Tegy�kfel, hogy van olyan k term�szetes sz�m, hogy jHi \ Hj j = k, ha i 6= j. Ekkorm � n.88. Legyen vi a t�telben szerepl
 Hi halmaz karakterisztikus 0{1 vektora (i � m),azaz vi = (vi1; vi2; . . . ; vin){revij = � 1 , ha j 2 Hi;0 , ha nem.a) Mutasd meg, hogy a vi{k line�risan f�ggetlenek!b) Bizony�tsd be ebb
l a Bose{Fisher{Ryser t�telt! !89. Legyen adva a s��kban n egyenes, melyek nem mind mennek �at egy ponton �esnins k�oz�ott�uk k�et p�arhuzamos. Biz.be: legal�abb n metsz�espontjuk van.P�ros{ �s P�ratlanfalva (Babai L�aszl�o { Frankl P�eter nyom�an)P�rosfalv�n dr�k�i rendszab�lyokat vezettek be a t�ls�gosan elszaporodott klu-bok �s t�rsas�gok sz�m�nak korl�toz�s�ra. Az egyes�l�si t�rv�ny p�rosfalviv�ltozata h�rom paragrafusb�l �ll:0.x K�t klubnak, egyes�letnek, t�rsas�gnak (a tov�bbiakban: �klub") nem le-het teljesen azonos a tags�ga.1.x Minden klubnak p�ros sz�m� tagja legyen!2.x Ugyansak p�ros legyen b�rmely k�t klub k�z�s r�sze (teh�t azok sz�ma,akik mindkett
nek tagjai)!



Kombinatorika feladatok 101A helys�g 32 feln
tt lakosa (16 h�zasp�r) szinte osztatlan ellenszenvvel fogadtaa | szerint�k | szem�lyi jogaikat korl�toz� szab�lyokat �s term�szetes reaki-�k�nt sak az�rt is l�zas klub-alap�t�sba kezdtek. Mindenekel
tt bejegyeztett�kaz �res klub{ot nulla taggal (hiszen a 0 p�ros sz�m), majd sz�molgatni kezd-tek, h�ny klubot tudn�nak m�g alap�tani.90. Te h�nyat tudsz?91. (folytat�s) Ha a l�tsz�m p�ross�g�t �gy biztos�tj�k, hogy a h�zast�rsak egy�ttl�pnek (vagy nem l�pnek) be az egyes klubokba, h�ny egyes�let lehets�ges? !Szinte megb�n�tja m�r a helyi adminisztr�i�t a fenti sokezer klub bejegyz�s�velkapsolatos rengeteg teend
. Korm�nybiztos kinevez�s�t k�rik, aki meg is �rke-zik. Miut�n szak�rt
kkel konzult�lt, kihirdeti, hogy az el
z
 h�rom paragrafusta k�vetkez
k�ppen m�dos�tja:1.x Minden klubnak p�ratlan sz�m� tagja legyen!2.x B�rmely k�t klub k�z�s r�sze (mint eddig is) p�ros legyen!Tov�abb�a: az �j 1.x{ra val� tekintettel a helys�g neve �P�RATLAN-FALV�"{ra v�ltozik.Megjegyz�s: A 0.x feleslegess� v�lt (mi�rt?).A lakosok nem tiltakoznak, hanem j�t nevetnek a markukba �s ism�t t�megesklub-alap�t�sba fognak.92. Az �nfel�ldoz� polg�rmester felaj�nlja, hogy kil�p minden klubb�l, ahol eddigtag volt �s bel�p mindegyikbe, ahov� eddig nem. Megengedi-e ezt az �j szab�ly?�93. Te h�ny klubot tudn�l most alap�tani?94. (folytat�s) �s h�ny, supa 31 tag�t? �95. Lehet-e egy 31 tag� �s 31 h�ttag� egyes�letet szervezni? !Eddig minden v�ltozatban maximum 32 klub j�tt �ssze. A k�vetkez
 feladatok�lja, hogy seg�ts�nk a lakoss�gnak eld�nteni, lehets�ges-e enn�l t�bb.96. Tegy�k fel, hogy m klub van. Rendelj�nk hozz�juk egy{egy vi (1 � i � m)32 hossz�s�g� 0{1 vektort! (Az k{edik helyen az egyes jelentse azt, hogy a |n�vsor szerint | k{adik lakos tagja a megfelel
 klubnak; a 0 azt, hogy nem.)Fogalmazzuk �t az 1. �s 2.x{okat a vivj skal�rszorzatokra! !97. (folytat�s) Mutasd meg, hogy a vi{k line�risan f�ggetlenek! (Hivatkozhatszarra, hogy ha egy eg�sz egy�tthat�s homog�n line�ris egyenletrendszernek vannem-trivi�lis megold�sa, akkor van supa raion�lis sz�mokb�l �ll� is { mi�rt?)�K�vetkezm�ny: n elem� halmaznak legfeljebb n r�szhalmaza v�laszthat� ki,ha megk�vetelj�k, hogy P�ratlanfalva t�rv�nyei teljes�ljenek r�juk.98. Mutasd meg, hogya) ha a mod 2 test (szok�sos jel�l�se GF(2)) feletti n�h�ny vektor line�risanf�ggetlen, akkor 
ketR feletti vektoroknak tekintve is f�ggetlenek lesznek!b) Ez ford�tva nem igaz { mutass p�ld�t! �



102 Elekes Gy:99. Gondold v�gig a fenti K�vetkezm�ny bizony�t�s�t GF(2) feletti vektorokkal is!100. Egy v�arosban piros �es k�ek jelv�enyes klubok m}uk�odnek: P1; P2; . . . ; Pm �es K1,K2, . . ., Km (ugyanannyi). K�et szab�aly van: 8jPi \ Kij p�aratlan �es jPi \ Kj jp�aros, ha i 6= j. Bizony��tand�o: m � n.101. Egy v�aros lak�oinak sz�ama n, p�aratlan. A klubok sz�amam, mindegyiknek p�arossz�am�u tagja van �es b�armely kett}onek p�aratlan sz�am�u k�oz�os. Biz. be: m � n.� 102. Egy v�aros lak�oinak sz�ama n, p�aros. A klubok sz�ama m, mindegyiknek p�arossz�am�u tagja van �es b�armely kett}onek p�aratlan sz�am�u k�oz�os. Biz. be: m � n�1.Lehet-e egyenl}os�eg?103. Legfeljebb h�any klubot alap��thatnak n lakos�u MOD-3-FALVA lak�oi?[B�armely jAij 6� 0 (mod 3) �es 8jAi \Aj j � 0 (mod 3).℄ !104. Az n lakos�u MOD-6-FALV�AN legfeljebb 2n klub m}uk�odhet.[B�armely jAij 6� 0 (mod 6) �es 8jAi \Aj j � 0 (mod 6).℄
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III. R�SZ

	tletek �s eredm�nyek



104 Elekes Gy:	tletek �s eredm�nyek az 1. Fejezethez1.1. 253 � 1031.2. a) 9 � 105 b) 9 � 104 � 9 = 92 � 1041.3. n!.1.4. A f�ldszint h�romf�le lehet; a tov�bbiak az el
z
 f�ggv�ny�ben k�tf�l�k. Ered-m�ny: 3 � 2n.1.5. b) El
sz�r Kov�s �rnak v�lasztunk valamit, majd a marad�k k�t tiszts�greegy{egy embert: 3 � 14 � 13.1.6. 57 � 56 � 55 � 54 � 53 � 52 = 57!51! .1.8. 2mn1.10. a{b) 2n (minden elemr
l k�l�n d�nthet�nk).1.11. Minden oszlopba egyet tehet�nk �gy, hogy ne ker�lj�n kett
 egy sorba: 8!lehet
s�g.1.12. 9 � 102 (az els
 h�rom jegy ennyif�le lehet; a t�bbit ezek meghat�rozz�k).1.13. kn (minden a 2 A{r�l k�l�n d�nthet�nk). Vigy�zat! az ember hajlamos felse-r�lni k{t �s n{et!1.14. n!.1.15. k � (k � 1) � . . . � (k � n+ 1). Ez n t�nyez
.1.16. 313.1.17. (k1 + 1)(k2 + 1) � � � (kr + 1).1.18. 8 � 6 � 4 � 2.1.19. Nem 100! 157� 56 = 101.1.20. A 0{t is �rdemes term�szetes sz�mnak venni, b�r kiesik: 106 � 105. (l. m�g a2. feladat megold�s�t.)1.21. 610 � 510.1.22. 15 � 14 � 13� 14 � 13 � 12. L�sd 5. feladat.1.23. a) 9! b) mindkett
 4! ) 9!=4!1.25. 20!8!�5!�7!1.28. (n1+n2+...+nk)!n1!�n2!�...�nk!1.32. 961.33. n � n � (n� 1) � (n� 1) � (n� 2) � (n� 2) � . . . � 2 � 2 � 1 � 1 = (n!)21.35. 9 � 105 � 9 � 9 � 8 � 7 � 6 � 51.41. Ragasszunk sz�nes matri�kat az �dess�gekre, majd vegy�k le 
ket!1.44. (2n)!2n1.45. 52!=(13!)41.46. 4! 48!(12!)4 (osszuk k�l�n az �szokat, k�l�n a t�bbit).1.47. 4 48!(13!)3�9! (adjuk valakinek az �szokat, majd osszuk ki a t�bbi lapot)1.55. nd(n)=2, ahol d(n) az oszt�k sz�ma; l�sd 17. feladat.1.56. 2(n2) (minden �lr
l k�l�n d�nthet�nk).1.63. Maxim�lis rossz: 14 + 14 + 12 + 14 + 10 + 10 = 74. <gy 75 el�g lesz.1.72. (4 � 5 + 5 � 2 + 6 � 3)=2 = 48=2 = 24.1.78. Nevezz�unk egy szakaszt ill. h�aromsz�oget j�onak, ha v�egpontjai ill. s�usai k�l�n-b�z
 sz��n}uek. Mutasd meg, hogy ha az �osszes j�o (kis) h�aromsz�ogre �osszeadjuk



Kombinatorika feladatok 105a j�o oldalszakaszok sz�am�at, akkor p�aratlan sz�amot kapunk. Ebb}ol m�ar ad�odik,hogy a j�o kis h�aromsz�ogek sz�ama is p�aratlan | teh�at nem nulla.1.79. a) P�di2 �. b) legfeljebb 2en � 2en � 1�=2 = e(2e�n)n2 .1.83. El
sz�r azt igazold, hogy a kezd
pontot tetsz
legesen megk�zel�ti a v�gpontoksorozata.1.84. n!2!�(n�2)! (l. az alapfok�u �. . . �s ha t�bbsz�r is megsz�moltuk?" r�szt! )1.85. n(n� 1)1.89. n!3!�(n�3)!1.99. a) v�lassz hozz� a t�bbi n� 1{b
l k� 1{et! b) v�lassz a t�bbi n� 1{b
l k{t!1.104. a) ser�ld fel (x+ y)n{ben x{et �s y{t! b) minden k elem� r�szhez rendelj�k akomplementer�t (azaz a marad�k n� k elemb
l �ll� halmazt)!1.105. 2n1.106. Ha az alaphalmaz p�ratlan, az �ll�t�s trivi�lis. P�ros n{re vegy�k k�l�n azf1; 2; . . . ; ng halmaz azon r�szeit, amelyek az n{et tartalmazz�k �s k�l�n azokat,amelyek nem.1.108. Az n + 1 elem� halmaz k + 1 elem� r�szeit oszt�lyozd aszerint, melyik a leg-nagyobb elem�k. Pr�b�lj olyan megold�st is keresni, ami x + y hatv�nyaithaszn�lja!1.113. A Pasal-h�aromsz�og 2n{edik sor�aban lev}o 2n+ 1 darab binomi�alis egy�utthat�o�osszege 22n = 4n. K�oz�ul�uk a k�oz�eps}o a legnagyobb.1.115. V�alassz (a) k tag�u bizotts�agot �es bel}ole eln�ok�ot;(b) egy eln�ok�ot �es a marad�ekb�ol k � 1 darab bizotts�agi tagot.1.116. Haszn�alj komplex sz�amokat!1.117. Oszt�alyozd r + s elem n{eseit aszerint, mennyit tartalmaznak az els}o r{b}olill. az utols�o s{b}ol!1.125. �503 � � �302 �1.127. �nk� (az �rt�kk�szlet meghat�rozza a f�ggv�nyt).1.131. �2n2 � � �2n� 22 � � . . . � �22� = (2n)!2n1.143. A leemelt k�nyvek sorsz�maib�l �ll�, a felt�telt teljes�t
 k tag� sorozatokhozrendelj felt�tel n�lk�li, de az�rt szigor�an monoton sorozatokat. Az eredm�ny:�n� k + 1k �.1.144. 1040 = 240540, 2030 = 260530. Oszt�ik sz�ma 41 � 41, ill. 61 � 31. K�z�s oszt�41 � 31 van. Eredm�ny: 412 + 61 � 31� 41 � 31 = 2301.1.146. 4.1.147. 30� (12 + 14 + 13) + (5 + 4 + 7)� 31.149. X jAij�X jAi\Aj j+X jAi\Aj \Ak j� . . .+(�1)n�1jA1\A2\ . . .\Anj1.160. b) �22�XjAi \Aj j � �32�XjAi \ Aj \Akj+ �42�XjAi \ Aj \ Ak \ Alj � . . .(Milyen azonoss�g kell ide?)1.163. El}osz�or oldd meg �ugy, hogy a r�eszek sz�amozottak!



106 Elekes Gy:1.165. n = 1; 2{re 2 ill. 3 lehet
s�g van. V�lassz sz�t k�t esetet aszerint, hogy az els
tag a vagy b. Eredm�ny: Fn+2.1.166. d j Fn �s d j Fn�1 eset�n d j Fn�2 is igaz. Ezt ism�telve d j 1{nek is teljes�lniekell.1.167. Tekintsd a Fibonai{sorozatot mod m. Peri�dikus lesz.1.170. qn = qn�1 + qn�2{b
l q2 = q + 1, vagyis q1;2 = 1�p52 megfelelnek. (�rdekes,hogy az egyik v�ltakoz� el
jel� m�rteni sorozatot ad.)1.178. l�sd a 172. feladatot.1.180. A bal oldal az R 10 xrdx integr�l egy k�zel�t
 �sszege.1.181. fr(n) a 0{t�l n{ig terjed
 integr�lnak fels
 �sszege, a 0{t�l n+1{ig terjed
nekals� �sszege.1.182. �nan =P(�1)i�ni�ai.1.183. P�ni�ai.1.184. Forgasd el az �br�t jobbra 120o{kal �s haszn�ld az el
z
 feladatot! Eredm�ny:an =P�ni��ia0.1.187. Az el
z
 feladatb�l r szerinti teljes induki�val k�vetkezik.1.188. p2(n+ 1) = p2(n) + (n+ 1){b
l p2(n) = �n2�+ �n1�+ 1.1.189. p3(n+ 1) = p3(n) + p2(n){b
l p3(n) = �n3�+ �n2�+ �n1�+ 1.1.190. Pdi=0 �ni�.	tletek �s eredm�nyek a 2. Fejezethez2.2. Nins. n pont eset�n 0{t�l n � 1{ig minden foksz�mnak el
 kellene fordulnia,de a k�t sz�ls
 egyszerre lehetetlen.2.3. a) igen; b) nem (h�ny �le lenne egy ilyen gr�fnak?)2.4. Nins. (H�ny �l menne az els
 n�gy pontb�l a m�sik n�gybe?)2.6. Haszn�ld az el
z
 feladatot!2.7. Egy leghosszabb �ut egyik v�egpontj�ab�ol indul �el az �ut valamelyik pontj�aba.2.9. Egy legr�videbb s�ta biztosan �t lesz, k�l�nben kihagyhatn�nk bel
le egy (vagyt�bb) k�rs�t�t.2.10. S�ta biztosan van; vegy�l egy legr�videbbet!2.12. Nem. Azon kereszt�l b�rmely k�t pont k�z�tt vezetne s�ta; egyes�t�s�k is �ssze-f�gg
 lenne.2.13. Ha nem lenne az, mennyi lehetne a (leg)kisebb komponens egyik pontj�nakfoka?2.14. Nem. K�t n{pont� komponens ellenp�lda.2.15. Igaz.2.21. a){b) Haszn�ld az el
z
 feladatot; egy maxim�lis s�ta biztosan Euler. ) Ezsak tr�fa; ilyen gr�f nins, l�sd 6. feladat.2.25. a) Igen. b) Nem. A 25. l�p�s ut�n a kiindul�val ellent�tes sz�n� mez
n leszel.2.26. M�r az a) r�szre is tagad� a v�lasz; �gyeld a n�gy k�z�ps
 mez
t �s a sarkokat!2.30. Induki�s l�p�s: v�gy egy minim�lis fok� x pontot �s egyik y szomsz�dj�val,melynek foka kisebb n � 1-n�l, h�zd 
ket �ssze egyetlen pontt�! Ha ilyen ynins, egyszer�en hagyd el x-et.



Kombinatorika feladatok 1072.35. Igen. Ha minden pont legal�bb m�sodfok� volna, lenne a gr�fban k�r.2.36. Teljes induki� n szerint. Az el
z
 feladat szerint van els
fok� pont; azt hagydel!2.37. n� k2.41. Igen. Egyet tudunk (35. feladat). Indulj el bel
le; sak egy m�sikban akadhatszel.2.44. A Petersen gr�afb�ol indulva k�esz��thet}o ellenp�elda 12 ponton. Haszn�ald a 2.32/.feladatot.2.45. b) Ha nins 3{n�l nagyobb fok� pont.2.50. Nem.2.51. l�sd a 17. feladatot!2.53. Vegy�l egy fesz�t
 f�t!2.54. Csak azokb�l, amelyekben van k�r (nem f�k).2.55. Valamelyiknek n� 1{n�l t�bb �le van.2.56. A 39. feladat szerint az �j �l k�t v�gpontja k�z�tt pontosan egy �t vezet.2.57. Vegy�l egy fesz�t
 erd
t �s alkalmazd az el
z
 feladatot!2.58. Vegy�l egy fesz�t
 f�t!2.60. Ha az a{b �lt elhagyva a marad�k sz�tesne �s pl. az a{t tartalmaz� komponens-ben lenne tov�bbi pont, akkor a sz�tv�g� pont volna.2.62. Igaz. Sem az �j pont, sem a r�giek nem v�ghatj�k sz�t.2.63. Vegy�l a gr�fhoz egy �j pontot �s V1 tetsz
leges k�t pontj�t k�sd �ssze vele.Haszn�ld az el
z
 �s a 61. feladatot!2.64. a) maga a de�n�i�;b) az el
z
 feladat szerint igaz, ha G k�tszeresen �sszef�gg
. Visszafel�, hapl. az x s�us sz�tv�gn� y{t �s z{t, akkor az x{b}ol y{ba men}o utak nem�erinthetn�ek z{t.2.65. Igaz!2.68. Tegy�k fel, hogy lenne k�t k�l�nb�z
 k�z�s pont. Ekkor a k�t blokk egyes�t�seis k�tszeresen �sszef�gg
 volna, mert egyetlen pontja sem lehetne sz�tv�g�.2.72. Vegy�l egy maxim�lis k�rt �s bizony�tsd be, hogy minden pont benne kell le-gyen!2.74. A nyertes (aki a legt�bb gy
zelmet aratta) biztosan ilyen.2.75. A gy
ztes legy
z
i k�z�tt lesz ilyen.2.78. n=3{ra a k�rbever�s j�. Minden j�hoz hozz�vehetsz k�t �jabb pontot; �gy in-duki�val minden p�ratlanra van. Kell m�g n=6{ra (pr�b�ld meg!) �s onnan�jabb induki�.2.79. pn � (3=4)n�2�n2�2.85. Mindk�t ir�nyban megy legal�bb egy �l.2.86. Az el
z
 megold�s el�gs�ges is: ha x{b
l nem minden pontba lehetne eljutni,akkor a bel
le el�rhet
ek halmaz�b�l nem vezetne ki �l.2.88. Egy h�romsz�g vagy egy sillag. Ha nem k�tj�k ki, hogy �sszef�gg
 legyen,akkor m�g n�h�ny izol�lt pontot is hozz�vehet�nk.2.89. 2(n2)2.93. Izol�lt pontokb�l, utakb�l �s k�r�kb
l.



108 Elekes Gy:2.94. Tedd fel, hogy nins. Vegy�l egy legr�videbb utat, amely a k�t eredeti �t vala-mely pontjait k�ti �ssze. Ennek seg�ts�g�vel az els
 kett
n�l hosszabbat rak-hatsz �ssze.2.95. a){b) Tekints egy leghosszabb utat! d) Nem.2.98. P�ros�tsd �ssze valahogy a p�ratlan sz�mokat!2.101. A p�ros �sszeg mellett sz�ks�ges (�s azzal egy�tt el�gs�ges is) b�rmely k � n{rekXi=1 maxf0; di � (k � 1)g � nXi=k+1 di.2.103. Teljes induki� n szerint. d1 biztosan 1. K�sd �ssze az 1{es �s az n{edik pontot�s hagyd ki az el
bbit; az n{edik �j foka legyen dn � 1.2.105. Ha k�toszt�ly�, akkor nyilv�n p�ros. M�sr�szt, ha az el
z
 feladatra j� m�dszertadt�l, az pontosan akkor fogja azt jelezni, hogy a kett�oszt�s lehetetlen, hap�ratlan k�rt tal�l.2.106. Egy legnagyobb �lsz�m� p�ros r�szgr�f minden pontj�nak foka legal�bb azeredeti gr�fbeli foksz�m fele (k�l�nben �ttenn�nk).2.112. a) ser�eld ki a k�or F1{beli �eleit a nem{F1{beliekre!b) ugyanaz az �utra.2.113. A (B1 [ C1){beli pontok sak B2{beliekkel lehetnek �osszek�otve.2.115. Vegy�el egy maxim�alis �elsz�am�u p�aros��t�ast!2.118. Haszn�ld az el
z
 Hall{t�telt (115. feladat)!2.120. Reprezent�ald az }or�oket egy-egy s�usal, az }orhelyeket k�et{k�et s�usal!2.123. Haszn�ld az el
z
 Hall{t�telt (115. feladat)!2.125. Igen. Az el}oz}o �otlet akkor is m}uk�odik.2.137. Repezent�ald a nem-nulla elemeket p�aros gr�a�al: x 2 V1{et �es y 2 V2{t k�osd�ossze, ha a m�atrixban aij 6= 0.2.143. Keress lefog� pontrendszert annyi ponttal, ah�ny �le F{nek van �s alkalmazdaz el
z
 feladatot!2.148. Legfeljebb n� d f�uggetlen �el l�etezhet.2.156. �ppen a p�ros gr�fok.2.157. Vedd sorra a pontokat. Mindegyikn�l legfeljebb d tiltott sz�n van; legal�bb egylehet
s�g mindegyikhez lesz.2.158. V�lassz egy a sz�tv�g� pontot �s sz�nezd a r�szeket (mindegyikbe bele�rtve a{tis) �gy, hogy a mindig piros legyen!2.161. Vedd sorra a pontokat n�vekv
 x{koordin�ta szerint!2.162. Nem.2.163. Vedd a s�sokat olyan sorrendben, hogy az utols� foka k{n�l kisebb legyen �srajta k�v�l b�rmely m�sikb�l vezessen �l k�s
bbi pont(ok)ba!2.164. Ha az ��sszek�t�tts�g" rel�i� tranzit�v volna, a gr�f teljes lenne.2.166. Nem. Egy p�ratlan k�r ellenp�lda.2.167. a){b){) norm�lisak; d) a Petersen gr�fban ! = 2, � = 3; e) �s f) sem norm�lis,ha h�romn�l t�bb pont�ak.2.170. Igen.2.176. a) lerajzolhat�; K3 �s K4 is; a t�bbi nem.2.177. Ugyanaz.



Kombinatorika feladatok 1092.180. Sz�molj �ssze minden �lt k�tszer �gy, hogy minden lapra �sszeadod az 
t ha-t�rol�kat; 3l = 2e. Ebb
l �s az Euler{t�telb
l: e = 3n� 6.2.181. H�zz be �tl�kat addig, am�g minden lap h�romsz�g lesz; erre a gr�fra haszn�ldaz el
z
 feladatot!2.182. Ha minden pont foka legal�bb hat lenne, az �lsz�m legal�bb 3n volna.2.185. a) k�t pont k�z�tt annyi �l, amennyi az eredeti k�rnek volt;b) 
 maga; ) �s d) egym�s du�lisai.2.187. Igen. Pl. k�ss �ssze k�t pontot n�gy k�l�nb�z
 hossz�s�g� �ttal.2.188. Igaz.2.191. Az Euler{gr�fokra; azaz amelyekben minden pont foka p�ros.2.192. N�ggyel.2.193. Haszn�lj du�lis gr�fokat!	tletek �s eredm�nyek a 3. Fejezethez3.1. El
sz�r pl. az 500{adikkal hasonl�tsd �ssze! Felezget�ssel t�z (!) alkalmas elemvizsg�lata el�g.3.2. 17 �sszehasonl�t�s kell.3.3. Egy kiv�tel�vel mindegyikr
l ki kell der�tened, hogy van n�la nagyobb. Ehhezlegal�bb n� 1 �sszehasonl�t�s kell. Ennyi el�g is.3.6. k + l � 1.3.7. Egy-egy menetben kett}o, n�egy, nyol, . . ., stb. hossz�us�ag�u r�eszeket �osszef�es�ulvea l�ep�essz�am menetenk�ent O(n) �es �osszsesn dlog2 ne menetre van sz�uks�eg.L�ep�essz�am: O(n logn).	tletek �s eredm�nyek a 4. Fejezethez4.4. L�sd az el
z
 feladatot!4.6. L�sd a 182. feladatot.4.8. T�kr�zz�k Mary lak�hely�t a part vonal�ra; arra kell indulnia Billynek. (A�Billy | Mary-t�k�rk�pe" utak sz�ks�gk�ppen metszik a partot, �gy k�ls�n�-sen egy�rtelm�en megfelelnek a �Billy{foly�part{Mary" utaknak.)4.10. a) 5 b) 144.11. �2712�� �2716�4.12. �2nn �� � 2nn+ 1�4.27. a0 = 0, an = 2an�1 + 1, mert n � 1 {et �tt�ve, a legnagyobb is elmozd�that�lesz (kor�bban nem), majd az n� 1 kisebbet kell �jra a legnagyobbra juttatni.4.28. 0 = 0, n = 3n1 + k � n.4.29. t0 = 1, t1 = 1. A rekurzi�: tn = tn�1 + 2tn�2.4.35. a) an = a0 � n!; b) an = a02n.4.36. a0 +Pni=1 bi.4.37. A0 = a0; An = An�1 + b(n)=�n.4.38. an = 2n � 1. Ez persze teljes induki�val is igazolhat�.4.39. an = 2n+1 � n� 2. Ez is igazolhat� teljes induki�val.



110 Elekes Gy:4.40. Cn := n3n {re Cn = Cn1 + k n3n , ahonnan Cn = kO(1). <gy (n) = kO(3n).4.41. Q�i.4.42. nYi=1�i{vel �rdemes leosztani.4.43. Ossz�l v�gig n!{sal! Eredm�ny:an = n!2 �1 + 11! + 12! + . . . 1(n� 2)!� � e2n!4.47. Lehet, hogy sak egyf�le van, ha a2 = 4b; az is lehet, hogy sak komplexh�nyadossal tal�lsz (ha a2 < 4b), de ekkor biztosan k�tf�le van. A m�rtanisorozat kezd
 tagja persze tetsz
leges lehet.4.48. Legyen a k�t gy�k q1 ill. q2. Ha xn{et 1q1n + 2q2n alakban keress�k, a1 + 2 = x01q1 + 2q2 = x1egyenletet kell megoldanunk. A megold�s q1 6= q2 miatt l�tezik (�s egy�rtelm�).4.49. 1qn + 2nqn alakban kereshetj�k. A 1 = x0, 1q + 2q = x1 egyenletek meg-oldhat�ak, ha q 6= 0, vagyis ha b 6= 0, sz�val ha a rekurzi� val�di m�sodrend�.4.50. xn = (n+ 3)2n.4.55. a) 11�2x ; b) e2x.4.57. a) (�1)n; b) 3n; ) an = � 1 , ha n p�ros;0 , ha p�ratlan. d) an = � (�1)n=2 , ha n p�ros;0 , ha p�ratlan.4.58. an = � n!(n=2)! = n(n� 1)(n� 2) . . . (n=2 + 1) , ha n p�ros;0 , ha p�ratlan.4.59. 13 11 + 23x = 13X(�23)nxn.4.60. Az 1+x+x2 +. . . v�gtelen m�rtani sort ak�r tagonk�nt deriv�lva, ak�r �nma-g�val (minden tagot minden taggal) szorozvaP(n+ 1)xn ad�dik.4.61. P�(n+ r � 1)(n+ r � 2) . . . (n+ 1)=(r � 1)!�xn =P�n+r�1r�1 �xn.4.62. a) an = (n+ 1)2n; b) 125 1(1� x5 )2 =X(15)n+2xn.4.63. an = (�1)n+1 3n � 12 .	tletek �s eredm�nyek az 5. Fejezethez5.3. L�sd a k�vetkez
 v�gtelen Ramsey t�telt!5.4. L�sd a k�vetkez
 v�gtelen Ramsey t�tel �tfogalmaz�s�t!5.10. H�ny m�sikkal kell egynek{egynek azonos t�m�r�l leveleznie? Akiknek valakinem az els
 t�m�r�l �r, azok k�z�tt hogy lehet elosztva ez a bizonyos t�ma?



Kombinatorika feladatok 111Esetleg m�sk�pp megpr�b�lhatod a tud�sokat egy �telem� halmaz p�ros elem-sz�m� r�szhalmazaival k�dolni.5.13. 6. L�sd 6. feladat.5.15. M(k; l) = R(k; l) megfelel: az 1; 2; . . . ; n pontok k�z�tt h�zz�l piros �lt az i �sj pontok k�z� (i < j), ha ai < aj ; k�ket egy�bk�nt. Haszn�ld Ramsey t�tel�t!5.19. Haszn�ld a 12. feladatot!5.20. Azon sz�nez�sek sz�ma, amelyekben van egysz�n�Kk, legfeljebb annyi, mint azegyenl
tlens�g bal oldala; a jobb oldalon az �sszes sz�nez�sek sz�ma szerepel.5.21. Ha n � 2k=2, akkor teljes�l a fenti egyenl
tlens�g.5.22. s = 2{re tudjuk. Tov�bb s szerinti induki�val, az s�1{edik �s s{edik sz�neketegyetlen (pl. infrav�r�s) sz�nnel helyettes�tve.5.25. Illessz r� minden n{hez egy{egy n �l� utat egy k�z�s gy�k�rre!5.26. Minden pontb�l vezet �t a gy�k�rbe. Ez v�gtelen sok �t; a gy�k�rre illeszked
v�ges sok �l k�z�l valamelyiket ezen utak k�z�l v�gtelen sok tartalmazza. Ennekm�sik v�gpontj�ra ism�teled a gondolatot, . . ..5.28. a) Ramsey t�tel�b
l k�vetkezik. b) Ez is igaz. Teljes induki� r{re.5.30. Rendelj minden elemhez egy sz�mp�rt: a vele kezd
d
 leghosszabb n�v
 ill.s�kken
 r�szsorozat hossz�t. K�l�nb�z
 tagokra nem lehet mindk�t sz�m azo-nos.5.35. Egy egys�gnyi oldal� 60o{os rombuszt (ez k�t szab�lyos h�romsz�gb
l �ll) for-gass el egy hegyessz�g� s�sa k�r�l �gy, hogy a szemk�zti s�s eredeti hely�-t
l �ppen egys�gnyi t�vols�gra ker�j�n. Az �gy keletkez
 �sszesen h�t pontotvizsg�ld!5.36. Egy alkalmas m�ret� n�gyzetr�s lapjait sz�nezd az egyik sorban periodikusan1{es, 2{es �s 3{as, a m�sik sorban 4{es, 5{�s �s 6{os, a harmadik sorban 7{es,8{as �s 9{es sz�n�re; s megint el�lr
l.5.37. Egy hatsz�gr�s (v�gtelen m�hsejt{�bra) lapjait pr�b�ld sz�nezni.5.38. Alkalmas sz�less�g�, egyik oldalr�l ny�lt, m�sikr�l z�rt s�vokat sz�nezz felv�ltvapirosra �s k�kre!5.39. Ha nem lenne ilyen, akkor pl. egy piros pont k�r�li egys�gk�r is piros lenne,annak pontjai k�r�liek is, stb. De a s�k b�rmely k�t pontja el�rhet
 egym�sb�legys�gnyi l�p�sekkel; az eg�sz s�k piros lenne.5.45. Az �lsz�m: T3(n) =8<: 3k2 , ha n = 3k;3k2 + 2k , ha n = 3k + 1;3k2 + 4k + 1 , ha n = 3k + 2;= �n2=3 , ha n oszthat� h�rommal;(n2 � 1)=3 , ha nem.= bn2=35.46. Mint a 44.feladatn�l, sak "h�rom l�p�senk�nti" induki�val (n � 3){r�l n{re.Az induki�s l�p�sn�l egy h�romsz�gb
l indulj, ha van. (Ha nins, haszn�ld fela 44.feladat eredm�ny�t!)



112 Elekes Gy:5.51. pl. osinus{t�tellel a legnagyobb sz�gre; elemileg (Pythagoras{t�tellel) is lehet.5.57. A �rossz" pontp�rok nem alkothatnak h�romsz�get.5.58. a) n� 1, mert erd
. b) T2(n) = bn2=4, mert p�ros gr�f.5.60. a) bn=2. b) n, ha minden komponense h�romsz�g; t�bb nem.5.61. n(k � 1)2 , mert minden pont foka legfeljebb k � 1.5.62. l�sd a 41.feladatot.5.63. El�g teljes p�ros gr�fokat n�zni. De�ni�ljunk �s haszn�ljunk k{sereszny�ket!5.64. Kn=2;n=2 nem tartalmazhatja G{t. <gy5.79. Hagyd ki a k�etszer haszn�alt �eleket a Pi{kb}ol (i � 0). �Elidegen utak maradnak.5.80. Az el}oz}o feladat szerint y nem �erhet}o el jav��t�o �uton. Minden Pi{n t�or�old az els}oel nem �erhet}obe befut�o �elt.5.81. Ism�et hagyd ki a k�etszer haszn�alt �eleket.5.82. Az el}oz}o feladat szerint y nem �erhet}o el jav��t�o s�et�aval. Minden Pi �uton kiv�alasz-tunk egy s�usot:| ha l�etezik rajta jav��t�o s�et�aval el�erhet}o pont, vegy�uk az x{t}ol legt�avolabbit;| ha ilyen nins, vegy�uk az x ut�ani els}ot.Ez a k pont sz�etv�alasztja x{et �es y{t: a Pi{ken t}ol�uk x fel�e es}o r�eszekb}ol (x{etis bele�ertve) nem vezethet �ut a gr�af t�obbi r�esz�ebe (y{ba sem).5.94. Legal�bb k�t pont� f�kban legal�bb k�t els
fok� pont van; n{et sose hagyhatjukki.5.98. K�sz�ts olyan Pr�fer{k�dot, amelyben az i sz�m di� 1{szer szerepel! Az ehheztartoz� fa megfelel. L�sd m�g a 2.103. feladatot.	tletek �s eredm�nyek a 6. Fejezethez6.19. Egy max{vissza sorrend utols�o k�et s�usa megfelel.6.20. Vedd a pontokat egyenk�ent, tartsd nyilv�an 0{t�ol e{ig indexelt list�akban, melyikpontok azok, amelyekb}ol �eppen t �el megy vissza. (0 � t � e). Az ilyen �el�ulist�akat n�eha �v�odr�oknek" nevezik.6.22. A p{b
l indul� �lek k�z�l a legkisebb s�ly�(ak) m�sik v�gpontja(i) legols�bbanegy l�p�sben �rhet
(k) el.6.25. Minden x pontb�l h�zz ir�ny�tott �let abba a pontba, ami W (x) utols� s�k-kent�sekor volt >jPont!6.26. Tartsd a Wspe �rt�keket egy kupaban! Mind a t�rl�s, mind a s�kkent�sO(logn) id
; a minimum kiv�laszt�sa konstans.6.27. F [ e {ben egyetlen k�r van; ennek b�rmely �le megfelel.6.28. F1 n f1 k�t komponense k�z�tt F2{nek megy �le. Ezek b�rmelyike megfelel.6.29. Az el
z
 megold�sb�l ad�d� f2 ezzel a tulajdons�ggal is rendelkezik, ha �gyv�lasztjuk, hogy benne legyen F2 [ f1 (egyetlen) k�r�ben.6.30. Nyilv�n k�rmentes, mert �gy v�lasztottuk az �leket. Ha nem lenne �sszef�gg
,akkor k�t komponense k�z�tt kihagytunk volna legal�bb egy �let. Ezek azonbannem z�rhatnak k�rt semmif�le kor�bban v�lasztottal sem; ellentmond�s.6.34. Egy moh�n v�lasztott �l az optim�lis �lrendszerb
l legfeljebb k�t, az �v�n�lnem nagyobb s�ly�t z�r ki.



Kombinatorika feladatok 1136.35. kr{et a 27. feladat szerint beser�lhetj�k M{be �gy, hogy elhagyjuk M [ kregyetlen k�r�nek valamelyik �l�t. Ez a k�r azonban tartalmaz i � r index� �lt,mert ellenkez
 esetben K{nak is k�re lenne. <gy M 0 = (M nmi) [ kr megfelel,mert �sszs�lya legfeljebb akkora, mint M{�.6.36. Az el
z
 feladat szerint az a minim�lis fa, amelyik vele a legtov�bb megegyezik,sak 
 maga lehet.6.37. Ugyan�gy, mint az eredeti algoritmusn�l, sak itt a 28. feladatot kell haszn�lni.6.39. Leghosszabb �l�t nem h�zhattuk be.6.40. Mint az el
z
 feladatban, a k�r maxim�lis s�ly� �lei k�z�l az egyiket nem lehetbevenni.	tletek �s eredm�nyek a 7. Fejezethez7.9. A bal v�egpontok k�oz�ul a jobbsz�els}o (vagy a jobb v�egpontok k�oz�ul a balsz�els}o)j�o.7.10. a) A (0; 1=n) ny��lt intervallumok (i = 1; 2; . . .);b) Az x � n f�els��kok.7.13. a) pl. egy D oldal�u szab�alyos h�aromsz�og nem; b) igen (b�armely pontja k�or�ulrajzolt k�or j�o).7.15. Az el}oz}o feladat k�oreire a a 14. feladat szerint haszn�alhatod Helly t�etel�et.7.16. Mint az el}oz}o feladat, sak most a v�egtelen Helly{t�etelre van sz�uks�eg.7.19. Hogy valamely rossz z�art f�els��k (f�elt�er) hat�ar�an van, az a de�n��i�o. Rossz z�artf�els��kot el�eg kev�essel eltolva rossz ny��lt vagy z�art f�els��kot (f�elteret) kapunk.7.30. Igen. De�ni�ald H0 � fx0g p�arjainak sz��n�et aszerint, hogy x0{lal egy�utt mi-lyen (eredeti) sz��n}u h�armast alkotnak �es haszn�ald a v�egtelen Ramsey t�etelt(5.21. feladat).7.31. Igen. Az el}oz}o feladat H1-�eb}ol v�alassz egy x1{et, hozz�a egy H2{t, . . ., stb.7.32. Induki�o r szerint. Induki�os l�ep�esk�ent az el}oz}o k�et feladata �altal�anos��that�o.7.33. A v�egtelen v�altozatb�ol ugyan�ugy k�ovetkezik a K}onig lemma seg��ts�eg�evel, minta gr�af{t�etelekn�el l�attuk.7.36. Sz��nezd a ponth�armasokat aszerint, hogy konvex vagy konk�av (h�arom pont�u)��vet alkotnak.7.37. K(m) � R3(m;m), mert ennyi pont biztosan el�eg.7.39. K(m) � �2m� 4m� 2 �+ 1, mert m�ar ennyi pont is biztosan el�eg.7.40. A gr�af s�usai a pontok; a PiPj �el s�ulya az }oket �osszek�ot}o szakasz meredeks�ege.N�ov}o (s�okken}o) �ell�an konvex (konk�av) ��vnek felel meg.7.43. A 38. feladatban de�ni�alt halmazokb�ol helyezz el megfelel}o pontsz�am�u, �el�eglapos" �es �el�eg kisi" p�eld�anyokat egy �el�eg nagy" k�or �majdnem f�ugg}oleges"��v�en!7.45. A h�t h�rmasnak egy�tt 7 � �32� = 21 = �72� k�l�nb�z
 p�rt kell fednie.7.46. Igen, pl. f1; 2; 3; 4; 5; 6g �s az fi; 7g (1 � i � 6) p�rok.7.47. E minden pontj�n �t pontosan egy egyenes megy, ami illeszkedik p{re; ezek azegyenesek mind k�l�nb�z
ek.7.50. ) �ppen a 44. feladatban szerepl
 Fano{s�k.



114 Elekes Gy:7.60. n+ 2 darabot.7.61. n+ 2 pont eset�n minden egyenes vagy 0{t, vagy 2 {t tartalmazna k�z�l�k.7.65. Haszn�ld fel egyr�szt, hogy n + 1 egyenes sak akkor foghatja le az �sszespontot, ha egy ponton mennek �t; m�sr�szt egy �ltal�nos helyzet� ponthalmaztpontosan egy pontban metsz
 egyenesek fedik az alaphalmazt.7.66. P�ld�ul f(x; y; 1); y = x2g [ f(0; 1; 0)g.7.67. 1 + (r � 1)(n+ 1) = rn� n+ r{et.7.69. M�g az is el�g, ha a k�z�s r�szekre sak azt tessz�k fel, hogy pl. legfeljebb egyelem�ek. (Nem kell kik�tni, hogy nem �resek.)7.71. a) H�rom, nem egy ponton �tmen
 egyenes pontjai, kiv�ve a h�rom metsz�s-pontot: 3(n� 1) pont.b) K�t egyenes pontjaib�l hagyj ki egy{egy pontot (nem a k�z�set) �s vegy�lhozz� a k�t kihagyott pontot �sszek�t
 egyenesr
l egy �jat: 2n pont.7.75. Az �res halmazhoz egyenk�nt kell az n elemet hozz�venni; n! lehets�ges sorrendvan.7.76. Ha jX j = k, akkor k! � (n� k)!{ban. Val�ban, A0 = ;{t�l X{ig k! r�szl�n van;X{t
l a teljes n elem� halmazig (n� k)!.7.87. Teljes induki�o r szerint.7.88. Ha van pontosan k elem� Hi, akkor trivi�lis. Ellenkez
 esetben tedd fel, hogyP�ivi = 0 �s emeld n�gyzetre ezt az egyenletet!7.91. 2167.95. Igen. 31 = 52+5+1 elemen van (negyedrend�) v�ges geometria. Ennek mindenegyenes�hez vegy�k hozz� a harminkettedik elemet!7.96. vivj p�ros, ha i 6= j; p�ratlan, ha i = j.7.103. Legfeljebb n{et; pl. az egyelem}uek j�ok. T�obbet nem lehet; a bizony��t�as hasonl�oP�aratlanfalva t�etel�enekGF (2) feletti bizony��t�as�ahoz; persze most GF (3) felett.
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IV. R�SZ
Megold�sok



116 Elekes Gy:Megold�sok az 1. Fejezethez1.52. Eredm�ny: kett
. Feltehetj�k, hogy a tetra�der �gy �ll, hogy az alap piros.Ford�tsuk magunk fel� a k�k lapot! A marad�k kett
re k�t lehet
s�g van.1.61. Rossz, ha nins se k�t fekete, se k�t k�k. Magyarul: mindk�t fajt�b�l legfeljebbegy van, vagyis legfeljebb kett
t hozt�l. H�rom zokni k�z�tt lesz p�r.1.62. Rossz: legfeljebb egy k�k van; hozz� legfeljebb 12 fekete lehet. Maxim�lis rossz:13 darab. Teh�t 14 el�g.1.98. a) rendre 1, n, n, 1b) a k�t sz�ls
 n!2!(n� 2)! = n(n� 1)2 ; a k�z�ps
k �rt�ke n(n� 1)(n� 2)61.102. �96�I. megold�s: <rd be minden bet�h�z, h�nyf�lek�ppen juthatsz oda! (Minde-gyik a felette ill. mellette l�v
k �sszege, ha van olyan.)II. megold�s: 9 l�p�s, ebb
l 6 jobbra.1.136. Sz�mozd meg a h�rom fajta r�g�t 1{t
l 3{ig �s (mivel a sorrend mindegy)n�vekv
 sorrendben v�logass!I. megold�s: monoton sorozatot kapsz.II. megold�s: a 10 r�g�gumi k�z�tt, el
tt �s ut�n 11 hely van, ahol a h�romf�lek�z�tti k�t hat�rt megszabhatod. Ezek egybe is eshetnek (ha Donaldot nemveszel). Eredm�ny: � 310� = �1210�.1.148. Azokat az elemeket, amelyek egyik Ai{ben sinsenek benne, nyilv�n ponto-san egyszer sz�moltuk. Ha egy elem �ppen k darab halmazban szerepel, ak-kor besz�moltuk egyszer, levontuk k{szor, hozz�adtuk annyiszor, ah�ny hal-mazp�rban szerepel, stb. 	sszesen teh�t1� k +�k2���k3�+ . . . + (�1)i�ki�+ . . . = 0{szor sz�moltuk, vagyis v�g�l is egyszer sem.1.150. Ai jel�lje azt, hogy az i{edik dosszi� �res marad.jAj = 420jAij = 320jAi \Aj j = 220jAi \Aj \Akj = 120jA1 \A2 \A3 \A4j = 0, mert minden pap�rlap ker�lt valahova.Eredm�ny: 420 � �41�320 + �42�220 � �43�1.151. �n3�� n(n� 2) + n = n(n� 4)(n� 5)6I. megold�s:	sszes h�rmas: �n3�Ai esem�ny: Az i{edik �s a r�k�vetkez
 benne van; ekkor a harmadikra(n� 2) lehet
s�g marad.jAi \Aj j = � 1; ha i �s j szomsz�dok a k�r�n. (Ilyen p�rb�l n van);0; ha nem.



Kombinatorika feladatok 117Ai \Aj \Ak �s a tov�bbiak lehetetlenek, ha n > 3.II. megold�s: Egyet n f�lek�ppen v�laszthatunk. Szomsz�dait nem vehetj�k,�gy a k�nyvespolos 143. feladatra jutunk, n � 3 elemmel, k�z�l�k k = 2 v�-lasztand�. Mindh�rom lehetett els
, teh�t osztunk h�rommal is.1.152. Legyen A az �osszes kiv�alaszt�as halmaza; Ai pedig jel�olje azokat, amelyekn�elkivett�uk az i{edik p�art (i = 1 . . . 10).Eredm�eny: �106 �� �101 ��84�+ �102 ��62�� �103 � � 1.1.164. Fn+1. Teljes induki�val bizony�that�:I. n = 1{re igaz.II. Tegy�k fel, hogy n, vagy kevesebb l�ps
 eset�n az �ll�t�s igaz. n+1 l�ps
nfelmenve el
sz�r vagy egy l�ps
t, vagy kett
t l�p�nk. Az induki�s felt�telszerint az els
 v�ltozat Fn+1, a m�sodik Fn k�l�nb�z
 m�don folytathat�.Ez �sszesen Fn+2.1.172. Az el
z
 feladat jel�l�seivel Fn = 1q1n + 2q2n{et n = 0; 1{re alkalmazva1 = 1p5 , ill. 2 = � 1p5 megfelel.1.173. a) Fn+2; k�l�nb�ztesd meg azt a k�t esetet, hogy az els
 k�nyvet levetted-e,vagy sem.b) �n� k + 1k �; A leemelt k�nyvek sorsz�maib�l �ll�, a felt�telt teljes�t
 ktag� sorozatokhoz rendelj felt�tel n�lk�li, de az�rt szigor�an monoton so-rozatokat.1.191. Az an = f4(n) sorozatra �an negyedfok� polinom lesz. <gy �kan elt�nik, hak � 6. Teh�t az els
 n�h�ny tagot �s k�l�nbs�geiket fel�rvaf4(n) = 24�n5�+ 60�n4�+ 50�n3�+ 15�n2�+�n1�:1.192. a) Nem. N�gy k�r sak 14 r�szre oszt.b) n2 + n+ 2. Ha k0{t 2{nek vessz�k, akkor kn+1 = kn + 2n.Megold�sok a 2. Fejezethez2.11. Igen. � egymag�ban �sszef�gg
 r�szgr�f. Ha nem maxim�lis ilyen, akkor b
v�t-s�k, am�g lehet. V�g�l egy, tov�bb m�r nem b
v�thet
 �sszef�gg
 r�szt kapunk.2.16. Tegy�k fel, hogy az elhagyott �l a marad�k gr�f k�t k�l�nb�z
 komponens�tk�ti �ssze! Ekkor k�t v�gpontja k�z�tt nem lehet m�s �t; nem egy k�r �le volt.2.17. Igaz. Az el
z
 feladat szerint am�g a gr�fban van k�r, addig elhagyva egy k�regyik �l�t a gr�f tov�bbra is �sszef�gg
 marad. Ha m�r nins t�bb k�r, a mara-d�k r�szgr�f fa. R�viden: egy minim�lis �sszef�gg
 r�szgr�f nem tartalmazhatk�rt.2.61. Legyen a �s b k�t tetsz
leges pont. (Ha vezet k�zt�k �l, akkor az el
z
 fel-adat szerint k�szen vagyunk.) Mivel G �sszef�gg
, van k�z�tt�k �t, pl. a =v1; v2; . . . ; vk = b. Legyen j a legnagyobb index, amelyre van k�t, k�z�s bels
pont n�lk�li a{vj �t. Megmutatjuk, hogy j = k.Tegy�k fel, hogy j < k �s vegy�nk k�t a{vj utat! Ha valamelyiken lenne j{n�lnagyobb index� v, akkor oda is vezetne k�t j� �t, ami lehetetlen. Mivel vj nem



118 Elekes Gy:v�g sz�t, van 
t elker�l
 �t vj+1{b
l vissza a{ba; ennek pedig van egy legels
pontja a k�t a{vj �t valamelyik�n. Az eddig terjed
 r�sz�ttal ill. a vjvj+1 �llelkieg�sz�tve az eredeti a{vj utak egy{egy r�sz�t, k�t j� a{vj+1 utat kapunk.2.69. Teljes induki� n, a versenyz
k sz�ma (vagyis a gr�f pontsz�ma) szerint:I. n=1{re (vagy n=2{re) igaz.II. Tegy�k fel, hogy az n{n�l kisebb sz�mokra m�r tudjuk �s tekints�nk egyn{r�sztvev
s versenyt! Vegy�k ki az egyik versenyz
t, pl. a{t. A t�bbiekaz induki�s felt�tel szerint megfelel
en sorba�ll�that�k.Ha a sor elej�n �ll� kikapott a{t�l (ill. ha a sor v�g�n �ll� legy
zte a{t),tegy�k a{t az els
 (ill. utols�) helyre; egy�bk�nt pedig az els
 olyan el�,akit legy
z�tt.2.81. Nyilv�n sz�ks�ges, hogy minden pont foka p�ros legyen. Ez el�g is, mert ekkorvan (ir�ny�tatlan) Euler{k�rs�ta; ennek sorrendj�ben ir�ny�tsuk az �leket.2.82. Az �lek ir�ny�t�s�t elfelejtve a gr�fnak �sszef�gg
nek kell lennie; minden xs�sra pedig d�G(x) = d+G(x) legyen. E k�t felt�tel egy�tt el�g is.2.84. Els
 r�sz: egy pontb�l el�rhet
k keres�se. M�sodik r�sz: ford�tsd meg az �sszes�let �s ugyanabb�l a pontb�l �jra keres�s. Ha mindk�tszer minden pontba el-jutott�l, er
sen �sszef�gg
; egy�bk�nt nem. L�p�ssz�m: ��lsz�m.(L�sd m�g a 4. feladatot.)2.124. Az egyik oszt�ly tetsz
leges k pontj�b�l k � r �l indul. Ezek nem gy�lhetnek�ssze a m�sik oszt�ly k{n�l kevesebb pontj�ba, mert ott is r a pontok foka.2.153. Nem. Legal�bb k�t olyan soport lenne, ahol senki se p�rja se Karsinak, seMarinak. Ezekben p�ratlan sz�m� gyerek van; k�z�l�k egynek{egynek nemjut p�r.2.154. Ha nem teljes�lne, akkor nem juthatna minden p�ratlan komponensbe a kijel�ltk pontb�l p�r; egy ilyen komponensb
l legal�bb egy elem nem kaphat p�rt.2.159. (a) p�ratlan k�r;(b) p�ratlan oldal� �ker�k" (k�r �s benne egy tengely �k�ll
kkel");() p�ratlan k�r �s egy teljes gr�f; a k�t r�sz k�z�tt minden mindennel �ssze-k�tve.2.178. Ha G lerajzolhat�, akkor az �sszeh�zott is. Visszafel� nem igaz; ak�r K5{b
l,ak�r a �h�rom{h�z-h�rom{k�t"{b�l s�kbarajzolhat� gr�f keletkezik, ha egy �l�t�sszeh�zzuk.2.183. Teljes induki� n szerint. Hagyj ki egy legfeljebb �t�dfok� pontot, sz�nezd a ma-rad�kot; v�g�l a kihagyott pontnak is jut egy a hat sz�nb
l, mert �t szomsz�djalegfeljebb �t sz�nt z�r ki.2.196. Fogalmazzuk meg, milyen G0 gr�fokra vonatkozik a fenti �bizony�t�s": egy r{regul�ris �s egy 1{regul�ris egyes�t�s�re. A hiba ott van, hogy nem mindenr + 1{regul�ris gr�fot kaphatunk meg �gy! (Pl. hat ponton k�t h�romsz�g nemilyen, b�r 2{regul�ris; ez persze ellenp�lda az �ll�t�sra is.)2.197. Az �ll�t�s igaz; a bizony�t�s se teljesen rossz, sak hi�nyos. (A hiba ugyanaz,mint az 196. �ll�t�sn�l, sak ez jav�that�.) Az hi�nyzik, hogyminden n+1 pont�fa el
�ll alkalmas n pont�b�l egy �l hozz�v�tel�vel. Ezt �gy mutathatjuk meg,hogy az n+ 1 pont�b�l indulunk: elhagyva egy els
fok� pontot (tudjuk, hogy



Kombinatorika feladatok 119ilyen l�tezik), a marad�k sz�ks�gk�ppen �sszef�gg
 (�s nyilv�n k�rmentes is)lesz.2.198. A hiba ugyanaz, mint az el
z
 feladatokban; itt az �ll�t�s igaz, de a bizony�t�steljesen rossz. Sok m�s n pont� gr�f is van, nemsak azok, amelyek egy n � 1pont� teljesb
l plusz m�g egy �lb
l �llnak.I.J� megold�s: Induki� n szerint.a) n = 2{re igaz.b) Tfh. n{re igaz, �s tekints�nk egy n + 1 pont� G gr�fot! Hagyjuk el Gegy olyan x pontj�t, melynek d(x) foka minim�lis. (Ekkor d(x) � 1, mivelellenkez}o esetben nem lehetne el�eg �el G{ben.)Ha d(x) = n� 1, akkor a t�bbi pont foka is ennyi, teh�t a gr�f teljes.Ha 1 � d(x) � n� 2, akkor legal�bb(n� 1)(n� 2)2 + 1� (n� 2) = (n� 2)(n� 3)2 + 1�l marad egy n�1 pont� r�szen, amire az induki�s felt�tel m�r alkalmaz-hat�: G�x �sszef�gg
, �s x{et | a bel
le indul� legal�bb egy �llel egy�tt| visszav�ve �sszef�gg
 gr�fot kapunk.Ha d(x) = 0, akkor legfeljebb n(n� 1)=2 �l lehet | ellentmond�as.II.J� megold�s (Elemi sz�ls
�rt�k{feladattal):Ha G nem �sszef�gg
, akkor k�t nem-�res r�szre oszthat�, melyek k�z�tt nemmegy �l. Legyen az egyik r�sz pontsz�ma k, a m�sik� n � k (nyilv�n 1 �k; n� k � n� 1). H�ny �l lehet a k�t r�szben �sszesen?e � �k2�+�n� k2 � = k2 � k + (n� k)2 � (n� k)2 = k2 + (n� k)22 � n2 �� 12 + (n� 1)22 � n2 = n2 � 3n+ 22 = �n� 12 �;mert a k2 + (n� k)2 �sszeg maximuma k = 1{re (vagy k = n� 1{re) ad�dik.2.199. Nem szabad alkalmazni az induki�s felt�telt, mert a marad�k gr�f nem felt�t-len�l �j�"!Helyes megold�s: Vegy�l egy maxim�lis k�rt �s erre haszn�ld a fenti �tletet!Megold�sok a 3. Fejezethez3.11. Cs�kkent�sn�l a gy�k�r fel� indulva ellen
rizz�k, hogy az egyenl
tlens�g meg-s�r�lt-e. Ha nem, le�llunk; ha igen, kiser�lj�k az aktu�lis s�sot a sz�l
vel�s a sz�l
t ellen
rizz�k tov�bb. N�vel�skor hasonl� az elj�r�s, de ellenkez
ir�nyban haladunk; ha valamelyik gyerekn�l kisebb a s�ly, mint az �j �rt�k,akkor a kisebbik gyerekkel ser�l�nk. A t�rl�s olyan, mintha 1{t �rn�nk be; a



120 Elekes Gy:besz�r�s olyan, mintha egy �j, 1 s�ly� levelet venn�nk a gr�fhoz, majd annaks�ly�t s�kkenten�nk.3.12.  �nlogn nyilv�nval�, ha n{szer vesz�nk be �j elemet. Enn�l jobb, ha egy majd-nem teljes bin�ris f�t k�sz�t�nk, ami az egyenl
tlens�geket nem teljes�ti, azt�na levelek fel
l indulva szintenk�nt jav�tunk. <gy a levelekt
l sz�m�tott k{adikszinten l�v
 2h�k darab (itt h a fa szintjeinek sz�ma) s�s mindegyik�n�l leg-feljebb k l�p�s az ellen
rz�s �s jav�t�s. A l�p�ssz�m:X k2h�k2hX h2k < 2h2 � 2n:Megold�sok a 4. Fejezethez4.1. a) 2r�1 � 1. Egyik r�sz sem �res, �s minden val�di r�szhalmaz pontosan egykett�v�g�sban szerepel.b) �r2�. Ah�ny lehet
s�g van az egyetlen k�telem� r�sz v�laszt�s�ra.4.2. S(r; k) = 0, ha k < 1 vagy> r. Egy�bk�nt S(r; k) = S(r�1; k�1)+k�S(r�1; k),ugyanis az r{edik elem vagy �nmaga egy r�sz, vagy kisebb index�ekhez ker�l.4.3. a) kr � k(k � 1)r + �k2�(k � 2)r � . . .b) k!S(r; k). Eszerint az a) alatti kifejez�s oszthat� k!{sal.4.9. A rossz utak sz�ma egyenl
 a (0; 0){b�l a (14; 4){be (azaz a (7,11) t�k�rk�p�bevezet
) utak sz�m�val. Eredm�ny: �sszes { rossz = �187 �� �1814�4.13. Oszt�lyozd a lehet
s�geket aszerint, h�nyadik p�r ut�n fogy el el
sz�r az �sszestizes. Ha nem r�gt�n az elej�n, akkor addig rendre 10Ft; 10Ft; ?Ft; . . . ; ?Ft;20Ft; 20Ft kellett hogy legyen a gyerekekn�l �s, mivel k�zben nem �r�lt ki ap�nzt�r, a 10Ft; ?Ft; ?Ft; . . . ; ?Ft; 20Ft szakasz egy r�videbb j� sorozat.4.30. Sn = nXk=1�nk�Sn�k, ha n � 1. (V�lassz sz�t eseteket aszerint, hogy h�ny �spontosan mely 1 � x � n{ekre lesz f(x) = 1.)4.44. Qn+1i=1 �(i) = n+1, teh�t az An+1 = an+1=(n+1) helyettes�t�s �lszer�. Ebb
lA1 = 0, An+1 = An+(n� 1), teh�t An = (n�1)(n�2)2 , vagyis an = n(n�1)(n�2)2 .Ez megsejthet
 az els
 n�h�ny tag fel�r�sa ut�n a di�erenia{sorozatokb�l is;ut�na teljes induki�val igazolhat�.4.64. 1(1 + x)(1 + 3x) = 32 1(1 + 3x) � 12 1(1 + x) =P(�1)n 3n+1 � 12 xn.4.70. A m�sodik k�plethez haszn�ld fel ag(x) = 12 11� ex2 = 12 1Xk=0�ex2 �k = 1Xk=0 ekx2k+1azonoss�got!Megold�sok az 5. Fejezethez



Kombinatorika feladatok 1215.5. Jel�lj�k a v�gtelen teljes gr�f pontjainak halmaz�t V {vel �s v�lasszunk ki egytetsz
leges x1 2 V pontot! A bel
le indul� �lek k�z�tt a k�t sz�n valamelyi-ke v�gtelen sokszor fordul el
 (esetleg mindkett
). V�laszthatunk teh�t egyV1 � V n fx1g ponthalmazt �gy, hogy az �sszes (x1; y) �l egysz�n�, ha y 2 V1.V�lasszuk ebb
l az x2 2 V1 pontot tetsz
legesen �s ehhez a V2 � V1 n fx2ghalmazt �gy, hogy az �sszes (x2; y) �l egysz�n� legyen, ha y 2 V2. (Ez a sz�nk�l�nb�zhet az el
z
t
l, az x1{b
l a V1 pontjaiba men
 �lek sz�n�t
l!) Az el-j�r�st folytatva olyan xn 2 Vn�1 � Vn�2 n fxn�1gpont{ �s r�szhalmaz{sorozatot kapunk, melyben r�gz�tett n{re az �sszes (xn; y)�lek egysz�n�ek, ha y 2 Vn. (Ez a sz�n persze n{t
l f�gghet.) K�vetkez�sk�ppenk > n eset�n az �sszes (xn; xk) �l azonos, sak n{t
l f�gg
 sz�n�. K�t r�szreosztva az fxn; 1 � n < 1g sorozatot aszerint, hogy ez a sz�n piros vagy k�k,egysz�n� K1{t kapunk.5.12. R�(2; t) = R�(t; 2) = t trivi�lis. Tov�bb az el
z
 feladat alapj�n az R�(k; l){ekt�bl�zat�nak �tl�in (�k+ l szerinti") induki�val. El
sz�r a m�r ismert R�(3; 3)ad�dik, majd R�(3; 4) �s R�(4; 3) � 10, stb.5.14. A 11. feladat gondolatmenet�t haszn�lva megmutathatod, hogy ha egy gr�f�leit pirossal �s k�kkel sz�nezve nins se piros h�romsz�g, se k�k K4, akkorminden pontra legfeljebb h�rom piros �s �t k�k �l illeszkedhet, ami kilen (teh�tp�ratlan) pont� gr�fban lehetetlen.Nyol ponton nem neh�z piros h�romsz�g �s k�k K4 n�lk�li sz�nez�st tal�lni,ha �gyelembe vessz�k az el
z
 foksz�m{felt�telt.5.16. Nem. M�g R(d+2; d+2) sem, mert akkor lenne a pontok k�z�tt d+2, melyekk�z�tt minden t�vols�g azonos; ez pedig a feladat elej�n szerepl
 �ll�t�s miattlehetetlen. A pontos maximum nem ismert, sak annyit tudnak, hogy �n+ 12 ��s �n+ 12 �+ n+ 1 = �n+ 22 � k�z�tt van.5.24. N(s) = de�s!emegfelel. Legyen adva ugyanis azN{ig terjed
 term�szetes sz�mokegy tetsz
leges s{oszt�lyoz�sa. Rendelj�k ehhez az �ltaluk fesz�tett teljes gr�f�leinek azt a sz�nez�s�t, ahol az (a; b) �l az annyiadik sz�nt kapja, ah�nyadikoszt�lyban az ja� bj van. Az el
z
 feladat szerint lesz egysz�n� h�romsz�g, pl.az a < b <  pontokon. Ekkor x = b � a, y =  � b �s z =  � a j� megold�slesz.5.27. Alkalmazd a K�nig{lemm�t arra a f�ra, melynek n{edik szintj�n az 1; 2; . . . ; npontokon �rtelmezett teljes gr�f piros Kk �s k�k Kl n�lk�li sz�nez�sei vannak;a szomsz�dos szinteken k�t ilyen sz�nez�st k�ss �ssze �llel, ha a nagyobbik u-gyan�gy sz�nezi a kisebb pontjai k�z�tti �leket, mint a kisebbik. Ha R(k; l) neml�tezne, a fa minden szintje nem-�res �s v�ges lenne. Egy v�gtelen �t azonbanK1 olyan sz�nez�s�t adn�, amiben nins se piros Kk, se k�k Kl; a v�gtelenRamsey t�tel szerint azonban egysz�n� K1 is van. T�bb sz�nre a bizony�t�shasonl�an megy.5.29. Az a1; a2; . . . ; an . . . sorozathoz rendelj�k a V = v1; v2; . . . ; vn . . . pontokon



122 Elekes Gy:adott v�gtelen teljes gr�f k�vetkez
 sz�nez�s�t: ha i < j, akkor(xi; xj)� piros; ha ai � aj ;k�ek; ha ai > aj .Az egysz�n� K1 monoton r�szsorozatot jelent.5.42. Igazold (�s haszn�ld fel), hogy x(n� x) < y(n� y), ha x < y � n=2.Bizony�t�s: az el
z
 eredm�nyb
l igazold (�s haszn�ld fel), hogy maxim�lis�lsz�m� n{pont� r{oszt�ly� gr�fban k�t oszt�ly m�rete k�z�tt a k�l�nbs�gnem lehet 2 vagy t�bb.5.44. Teljes induki�val "k�t l�p�senk�nt":I. n = 2{re �s 3{ra (vagy 1{re �s 2{re, �zl�s szerint) igaz.II. induki�s l�p�s (n-2){r
l n{re: tegy�k fel, hogy az �ll�t�st m�r ellen
rizt�k(n � 2){re �s vegy�nk egy n{pont�, h�romsz�g n�lk�li gr�fot. �lsz�malegyen e. Vegy�k ki egy (a; b) �l�t. (Ha nins egy �le sem, az �ll�t�s nyilv�nigaz.)A marad�k n � 2 pontb�l legfeljebb n � 2 �l j�n �sszesen az els
 kett
be, t.i.mindegyikb
l sak egy{egy, hiszen ha x �ssze volna k�tve a{val is �s b{vel is,akkor abx h�romsz�g lenne.Ez teh�t eddig az (a; b) �len k�v�l max. (n�2) �l. V�g�l az n�2 pont� marad�kgr�fnak legfeljebb T2(n � 2) �le van az induki�s felt�tel szerint, hiszen 
 semtartalmaz h�romsz�get. <gye � 1 + (n� 2) + T2(n� 2)= T2(n� 2) + n� 1= b(n� 2)2=4+ n� 1= b((n2 � 4n+ 4) + (4n� 4))=4= bn2=4 = T2(n)(l�sd m�g a 40.feladatot.)5.49. Am�g a gr�fban van �l, szimmetriz�ld egy maxim�lis fok� ponthoz a vele �sszenem k�t�tteket, �s ism�teld ezt a marad�k (m�g nem szimmetriz�lt, de mindenkor�bbival �sszek�t�tt) pontok �ltal meghat�rozott r�szgr�fra! Amikor az elj�-r�s le�ll, egy � r oszt�ly�(!) gr�fot kapunk (mi�rt?), melynek �lsz�ma legal�bbaz eredeti e, �s legfeljebb Tr(n).5.50. Bizony�t�s{v�zlat: r szerinti teljes induki�; r=2{re m�r tudjuk. Az induki�sl�p�sen bel�l n{re "r-l�p�senk�nti" induki�, mint T2(n){n�l.A bels
 induki�s l�p�sn�l ( n � r{r
l n{re ) egy Kr{b
l indulj, ha van. (Hanins, haszn�ld fel az r{re vonatkoz� induki�s felt�telt.)M�sk�pp fogalmazva ugyanezt a gondolatot: tegy�k fel, hogy lenne ellenp�lda.Vegy�l egy olyat, hogy r a lehet
 legkisebb legyen (azaz kisebb r{re m�r sem-milyen n{nel nins ellenp�lda). Persze erre a minim�lis r{re m�g t�bbf�le n{nelis l�tezhetn�nek ellenp�ld�k. Vegy�l ezek k�z�l egy olyat, ahol n is minim�lis;erre a gr�fra mondd el az r = 2{re ill. 3{ra m�r l�tott bizony�t�st.



Kombinatorika feladatok 1235.52. a) Ha a konvex burok n�gysz�g, valamelyik sz�ge legal�bb 90Æ. Ha h�romsz�g,akkor a negyedik s�sn�l keletkez
 h�rom sz�g k�z�l valamelyik legal�bb 120Æ.b) Ha h�rom egy egyenesre esik, akkor a legkisebb t�vols�g � D=2. Ha�ltal�nos helyzet�ek, haszn�ld (a){t �s az el
z
 feladatot.5.53. a) h�rom k�z�l a k�z�ps
 megfelel.b) Induki� n szerint. Induki�s l�p�s: ha van � 1 fok� pont, hagyd el. Hailyen nins, akkor a) szerint minden pont foka � 2 lesz.5.54. K�ss �ssze k�t pontot, ha t�vols�guk nagyobb, mintD=p2. A 53.feladat szerinte gr�fban nem lehet teljes n�gysz�g; alkalmazhatod r� a 46.feladat �ll�t�s�t.5.55. n = 3{ra bn2=3 = 3, teh�t egy D oldal� szab�lyos h�romsz�g s�sai megfe-lelnek.Nagyobb n{ek eset�n e h�romsz�g s�sai k�r�l egy{egy 0; 001D sugar� k�r�v-vel a h�rom sarokban h�rom 60Æ{os k�rikket jel�l�nk ki, �s ezekben osztjukel a pontokat a lehet
 legegyenletesebben.5.56. Egy pontp�rra legfeljebb k�t seresznye illeszkedthet (elemi geometria). Foly-tat�s a 41.feladathoz hasonl�an.Megjegyz�s: Enn�l t�bb is igaz!  � n4=3{os fels
 besl�s m�r van [Szemer�di℄.Minden k{ra O(n1+1=k){t sejtenek. tG(n) � bn24 .5.86. Nem.5.95. K�t pont� fa k�dja �res; mindk�t sz�m 1 � 1 = 0{szor fordul el
. Tov�bbteljes induki�val: az elhagyott els
fok� pont nyilv�n 0{szor fog szerepelni,szomsz�dj�nak (amit le�rtunk) foka pedig eggyel s�okken.5.99. Ah�ny k�l�nb�z
 Pr�fer{k�dot k�sz�thetsz az el
z
 feladat megold�s�ban:(n� 2)!(d1 � 1)! � (d2 � 1)! � . . . � (dn � 1)!Megold�sok a 6. Fejezethez6.18. (Frank A. bizony��t�asa): Induki�o n szerint; n = 2 trivi�alis. Ha kevesebb�elet hagyunk el, akkor marad xn�2 � xn �ut is (mert x1; x2; . . . ; xn�2; xn egymax{vissza sorrendja G � fxn�1g{nek) �es marad xn�2 � xn�1 �ut is (mertx1; x2; . . . ; xn�1 egy max{vissza sorrendja G�fxng{nek). Marad teh�at xn�1�xn s�eta; ��gy �ut is.6.23. a) V�laszd azt az x 6= xi (i < k){t, amelyre min0�i<kfW (xi) + w(xi; x)gminim�lis.b) Pi<k d�i , ahol d�i az xi ki-foka.6.24. xk{hoz a Wspe(x){ek minimum�t kell keresni x 6= xi, (i < k){ra. Ez n � k�sszehasonl�t�s. Az �j Wspe(x) �rt�kekbe sak a W (xk)+w(xk ; x) �ssszegeksz�lhatnak bele; ez lesz az �j �rt�k, ha kisebb, mint a r�gi. Ez tov�bbi d�k�sszehasonl�t�s.6.41. a) Egy l�p�sben minden komponens legal�bb k�t pont� lesz; sz�muk teh�tlegfeljebb az el
z
 pontsz�m fele lehet.



124 Elekes Gy:b) Nyilv�n v�gig k�rmentes marad, �s amikor az elj�r�s le�ll, m�r sak egykomponense lehet.) A Kruskal{�hoz hasonl� beser�l�ssel igazolhat�.Megold�sok a 7. Fejezethez7.6. Reprezent�ljuk egy p�ros gr�f als� pontjaival az n elem� halmaz �sszes k{as�t;a fels
kkel a k+1{eseket. K�ss�k �ssze �llel az egym�st tartalmaz�kat! Mindenals� pont foka n � k (ennyif�lek�ppen vehet�nk hozz� egy elemet); a fels
k�pedig k+1 (ennyif�lek�ppen hagyhatunk el). Ekkor n�k � k+1 miatt teljes�la Hall{felt�tel.7.7. A felt�etel szerint l�eteznek olyan P123, P124, P134 �es P234 pontok, hogy Pijkk�oz�os pontja a Ki, Kj �es Kk halmazoknak. Ha konvex burkuk n�egysz�og, akkor�atl�oinak metsz�espontja mind a n�egy Ki{ben benne lesz; ha h�aromsz�og, akkora bele es}o negyedik pont j�o; ha szakassz�a fajul, akkor a k�et bels}o b�armelyikemegfelel.7.8. n = 4{re az el}oz}o feladat. Tov�abb teljes induki�oval n szerint:Adott K1;K2; . . . ;Kn+1 konvex halmazokhoz de�ni�aljuk aHi = Ki \Kn+1 (i = 1; 2; . . . ; n)ugyansak konvex halmazokat. H�arom Hi k�oz�os r�esze n�egy Ki (�espedig a meg-felel}o index}uek, valamint Kn+1) metszete, ��gy az n = 4 eset miatt nem �ures.Ebb}ol �es az induki�os felt�etelb}ol az k�ovetkezik, hogyK1\K2 \ . . .\Kn+1 = (K1 \K2 \ . . .\Kn)\Kn+1 = H1 \H2 \ . . .\Hn 6= ;:7.14. A leghosszabb oldal(ak egyik�enek) k�et v�egpontja k�or�e��rt a sugar�u k�or�ok (lensealak�u) k�oz�os r�esz�enek egyik fele (ahol a harmadik s�us van) tartalmazza H{t.Ennek az ���velt h�aromsz�ognek" a k�or�ul��rt k�ore �eppen r = a=p3 sugar�u. Kisebbk�orbe az a oldal�u szab�alyos h�aromsz�og nem f�er bele. (Tompasz�og}u h�aromsz�ogeset�en nem a k�or�ul��rt k�or adja a minimumot; a legnagyobb oldal Thalesz{k�orekisebb.)7.20. Az el}oz}o feladat szerint el�eg annyit megmutatni, hogy a rossz ny��lt f�els��kok(f�elterek) nem fedik az eg�esz s��kot (teret); bel�atjuk, hogy m�eg a halmaz konvexburk�at (hat�ar�aval egy�utt �ertve) sem fedhetik. Mag�at a halmazt nyilv�an seme-lyik d+1 egyes��t�ese sem fedi. Helly t�etel�et a komplementerekre �es a | korl�atos| konvex burokra (hat�ar�aval egy�utt �ertve) alkalmazva, az �osszes rossz ny��ltf�elt�er komplementer�enek �es a konvex buroknak van k�oz�os pontja; v�eg�ul is ez j�olesz entrumnak.7.34. Ha a konvex burok �ot- vagy n�egysz�og, k�eszen vagyunk. Ha h�aromsz�og, akkor abelsej�ebe es}o k�et pontot �osszek�ot}o egyenes sak k�et oldalt metsz; a harmadikoldal k�et v�egpontja �es a bels}ok egy�utt j�o pontn�egyest alkotnak.7.35. K = R4(m; 5) megfelel; ha ennyi pont n�egyelem}u r�eszhalmazait pirosra ill.k�ekre sz��nezz�uk aszerint, hogy a pontn�egyes konvex-e vagy konk�av, a 34. feladat



Kombinatorika feladatok 125alapj�an nem lehet �ot pont minden n�egyese k�ek. Ramsey t�etele szerint van teh�atm pont, melyek minden n�egyese piros. Ezek konvex m{sz�oget alkotnak.7.38. Kett}os induki�o k{ra �es l{re. Ha k = 3 vagy l = 3, akkor egy l � 1 pont�ukonk�av (ill. k � 1 pont�u konvex) ��v megfelel. Ha mindkett}o nagyobb, akkortegy�el egym�as mell�e egy konvex k{as �es konk�av l�1{es n�elk�uli �k + (l � 1)� 4k � 2 �pont�u �es egy konvex k � 1{es �es konk�av l{es n�elk�uli �(k � 1) + l � 4(k � 1)� 2 � pont�uhalmazt �ugy, hogy az el}obbi �balra fent", az ut�obbi �jobbra lent" legyen olyannagy szintk�ul�onbs�eggel, hogy a k�et halmaz egy-egy pontj�at �osszek�ot}o szakaszokmind meredekebbek legyenek az egy{egy halmazon bel�uli pontp�arok �osszek�ot}oszakaszain�al.7.41. (i) az�ert igaz, mert az e = PiPj �elt tekintve vagy az ha(e); b(e)i, vagy egy n�alais jobb sz�amp�ar benne van ugyan Hi{ben, m�egsem szerepelhet sem }o, sem n�alajobb Hj{ben. Ugyanis b�armely Pj{b}ol indul�o f �elrea(e) �a(f) + 1; ha w(e) � w(f);b(e) �b(f) + 1; ha w(e) � w(f):(ii) Nagyobb a{hoz kisebb b tartozik a p�arok maximalit�asa miatt.7.42. Ha legfeljebb k�2 tag�u n�ov}o �es l�2 tag�u s�okken}o �ell�an lenne, akkor mindena(e) az 1; 2; . . . ; k � 2 �es minden b(e) az 1; 2; . . . ; l � 2 halmazb�ol ker�ulne ki. Apontosan t sz�amp�art tartalmaz�o Hi{k sz�ama teh�at az el}oz}o feladat (ii) r�eszealapj�an legfeljebb �k � 2t ���l � 2t � lehetne. Ezeket �osszegezve az �osszes lehets�egest{re, sak �k + l � 4k � 2 � ad�odna a pontsz�amra.7.44. P�ld�ul 7 1 27 3 47 5 62 4 61 3 62 3 51 4 57.48. Vegy�l egy �ltal�nos helyzet� pontn�gyest �s haszn�ld az el
z
 feladatot! (iii){hoz tekints egy pontot �s az �sszes, 
t tartalmaz� egyenest!7.49. b) q � 1 elem�ek �s (q3 � 1)=(q � 1) = q2 + q + 1 darab van.) q = 2{re ez �ppen egy{egy elemet jelent ekvivalenia{oszt�lyonk�nt; q = 3{ra viszont az oszt�lyok p�rok.7.64. �p2n2 � = p2n(p2n�1)2 = 2n�p2n2 = n�pn2 < n, teh�t a pontok �ltal meghat�-rozott egyenesek nem fedhetik az alaphalmazt.7.73. B�rmely 0 � k � n{re a k elem� r�szek megfelelnek. Ezekb
l k = bn2 {re ill.k = dn2 e{re (p�ros n eset�n n2 {re) van a legt�bb. T�bbet lehet-e? L�sd k�s
bbSperner t�tel�t!7.77. Mivel k! � (n � k)! = n!=�nk�, ez�rt �nk�{t kell maximaliz�lni. Ez a binomi�lisegy�tthat� pedig akkor a legnagyobb, ha k = bn2  ill. k = dn2 e (p�ros n eset�nn2 )



126 Elekes Gy:7.78. A 6. feladat szerint az bn=2�1 elem� halmazokhoz p�ros�thatsz egy{egy, 
kettartalmaz� bn=2 elem�t; az bn=2 � 2 {esekhez b
vebb bn=2 � 1 {eseket;stb. <gy �p�lnek a l�nok a k�z�ps
 szintr
l lefel�. Ugyanez felfel�: dn=2e + 1{esekhez dn=2e {eseket, . . ., dn=2e+ i+1 elem�ekhez dn=2e+ i elem�eket, stb.V�g�l p�ratlan n eset�n m�g a k�t k�z�ps
 szintet kell �sszep�ros�tanod; �gy ak�v�nt felbont�st kapod.7.79. a) A halmazok mindegyike legal�bb bn=2! � dn=2e! teljes l�nban szerepel �saz �sszes ilyen l�n k�l�nb�z
. <gy m � bn=2! � dn=2e! � n!, amib
l a k�v�ntegyenltlens�g ad�dik. Egyenl
s�g sak akkor �llhat, ha minden Ai pontosanbn=2! � dn=2e! teljes l�nnak eleme.b) Minden l�nban legfeljebb egy Ai lehet.7.80. A k�t szintnek megfelel
 p�ros gr�f (�l = tartalmaz�s) dn=2e{regul�ris: ennyif�-lek�ppen hagyhatsz el egy elemet egy dn=2e{esb
l �s ennyik�ppen vehetsz hozz�egyet egy bn=2{eshez. Ha k kisebb fajt�t sak k nagyobb fajta tartalmazna,a p�ros gr�f nem lehetne �sszef�gg
. Ez azonban lehetetlen, mert elemser�k-kel (egy{egy elem hozz�v�tel�vel ill. elhagy�s�val) b�rmely halmazb�l b�rmelym�sikba eljuthatunk.7.81. A 79a) feladatban l�ttuk, hogy p�ratlan n{re minden jAij = bn=2 vagy dn=2e,p�ros n{re pedig mind n=2 elem�. Az el
z
 feladat szerint p�ratlan n eset�nmaxim�lis rendszerben nem keveredhet a k�t m�ret.7.84. k > n=2 eset�n lehet az �sszeset; k � n=2{re pedig p�ld�ul az �sszes olyat,amely az utols� elemet tartalmazza: �n�1k�1� darabot. T�bbet lehet-e? L�sd azErd
s{Ko{Rado t�telt.7.85. k > n=2{re az �sszes, (i){et teljes�t
 r�sz j�; ez n darab. k � 2 eset�n legfeljebbk darabot lehet. Az fi; i+ 1; . . . ; i+ k � 1g (mod n) halmazba ugyan 2(n� 1)hasonl� alak� m�sik metsz bele, de ezek k�z�l a fj � k; j � k + 1; . . . ; j � 1g(mod n) �s fj; j +1; . . . ; j + k� 1g (mod n) t�pus� p�rokb�l (ii) miatt sak azegyik szerepelhet. Ez 1 + (k � 1) = k.7.86. Szeml�letesen: b�rmilyen sorrendben helyezz�k is el az n elemet egy szab�lyosn{sz�g s�saiba, a 85. feladat szerint a keletkez
 n darab, szomsz�dos s�-sokb�l �ll� k{as k�z�l sak k darab szerepelhet az Ai{k k�z�tt, azaz legfeljebbkn{ed r�sz�k. <gy az �sszes (vagyis �nk� darab) k{asnak is sak legfeljebb kn{edr�sze lehet k�zt�k. De kn � �nk� = �n�1k�1�.R�szletesen: tekints�k az n elem �sszes lehets�ges elhelyez�s�t az n{sz�g s�sa-iban! Minden sorrendre legfeljebb k darab Ai helyezkedhet el �h�zagmentesen",szomsz�dos s�sokon. Ez legfeljebb k �n! darab k elem� halmaz; persze mindett�bbsz�r sz�moltuk. H�nyszor? Egy Ai{t letehet�nk az n h�zagmentes r�sz b�r-melyik�re k! sorrendben; a marad�kot a kimarad� helyre (n� k)! sorrendben.<gy m � n � k! � (n� k)! � k � n!, ahonnan m � �n�1k�1�.7.92. Nem. A tagl�tsz�mok persze p�ratlanra v�ltoznak, de k�t klub k�z�s r�sz�-nek p�ross�ga is megsz�nik, ha a polg�rmester tagja volt mindkett
nek (vagyegyiknek sem).7.94. Harminkett
t. Ez �ppen az �sszes lehets�ges 31 tag� klub. B�rmely kett
nekpontosan 30 k�z�s tagja van.7.97. Tegy�k fel, hogy P�ivi = 0, van �i 6= 0 �s mindegyik raion�lis! (Ezt az�rt



Kombinatorika feladatok 127tehetj�k fel, mert a Gauss{elimin�i� ilyeneket ad.) A k�z�s nevez
vel v�gigszo-rozva �s a legnagyobb k�z�s oszt�val osztva lesz p�ratlan �j . EkkorP�ivivj =0, �s a bal oldalon sok p�ros mellett egyetlen p�ratlan tag �ll | ellentmond�s.7.98. a) Az el
z
 feladatban m�r haszn�ltuk, hogy ha R felett van nem-trivi�lisline�ris kombini�, akkor van supa raion�is is, teh�t supa eg�sz is. Amipedig eg�sz sz�mk�nt 0{t ad, az mod 2 is.



128 Elekes Gy:
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Aj�anlott irodalomBevezet}oAndr�asfai B�ela: Gr�afelm�elet. Polygon k�onyvt�ar, 1997.Hajnal P�eter: Gr�afelm�elet. Polygon jegyzett�ar, 1997.Hajnal P�eter: Elemi kombinatorikai feladatok. Polygon k�onyvt�ar, 1997.Hajnal P�eter: �Osszesz�aml�al�asi probl�em�ak. Polygon jegyzett�ar, 1997.AlgoritmusokR�onyai Lajos{Ivanyos G�abor{Szab�o R�eka: Algoritmusok. TypoTEX Kiad�o,1998. (Kit}un}o bevezet}o)Cormen{Leiserson{Rivest: Algoritmusok. (Monogr�a�a) M}uszaki K�onyv-kiad�o, 1997.Line�aris algebrai m�odszerek { sok geometri�aval.L�aszl�o Babai { P�eter Frankl: Linear Algebra Methods ... (M�eg nem jelentmeg; f�enym�asolva terjed.)M�ely eredm�enyek, feladatok form�aj�abanLov�asz L�aszl�o: Kombinatorikai probl�em�ak �es feladatok. TypoTEX Kiad�o,1999. (A v�eges matematika legnevezetesebb| �es legjobb|monogr�a��aja.)K�ezik�onyvHandbook of ombinatoris. Edited by R. L. Graham, M. Gr�otshel and L.Lov�asz. Elsevier Siene B.V., Amsterdam; MIT Press, Cambridge, MA,1995.


